कक्षा ऊा-फाा के लिए 





को पाठयपुस्तक 


पुस्तक ॥ 


समभ्पादक 
मनमोहन सिंह अरोरा 


सहायक सम्पादक्ष 
ग्रजीत कौर चिलाना : 
राजेंनद्र पी० गुप्ता 

सतीश शिराली 


विशग्मा 5 हुतस>नुते 





एनसी हक आर ल्‍ी 
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राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
सरलाप076, ए0एरला, 08 ह०एपट#वाएरक्ा, छछड४28छटप रा) प६8७ शा 


प्रथष् झृरुच्छाण व) 
जून 978 
अआपाड़ू ॥०)३ 


पुनर्मुबरण 

जूब 979 
ज्येष्ड ]90॥ 
अप्रैल 982 
चैत्र 904 हे 
मार्च ]98%67 
चेन 906:: , « 


9,90, 5 ॥'--«४४)॥ 9 


है शप्ट्रीय एैस्लिक अनुसंधान और प्रश्षिदोण परिषद्‌, 978 


सल्य : ० 6.50 


प्रकादान विभाग में श्री घिंनोद कुमार पंडित, सचिव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण 
परिषद्‌, श्री अरविन्द सार्ग, नई दिल्‍ली 006 द्वारा प्रकाशित तथा आरसी प्रेस, पहाड़गंज, 
ह नई दिल्‍ली ]0055 में मुद्वित । 


प्रावकथन 


कक्षा ह्रा--४7 के लिए गणित की पाठ्यपुस्तक' की श्रृजला में इस पुस्तक | को देख कर मुझे 
प्रसन्‍्तता है। इस पुस्तक में पाठ्य सामग्री के प्रस्तुतीकरण से, जो स्पष्ड और चित्त आकर्षक है, मैं बहुत 
प्रभावित हूँ । विभिन्‍त विषयों का विकाप्त प्रारम्भिक संकह्पनाओं से लेकर उप्त स्तर तक सुचारु रूप से किया 
गया है जो 6 * से [8 ” की आयु वर्ग के विद्यार्थियों से अपेक्षित है। इस प्रक्रम् में वास्तविक जीवन की 
स्थितियों को दक्षतापूर्वक प्रयुक्त किया गया है । पुस्तक के सम्पादन कार्य की ओर विशेष ध्यान दिया गया है । 
“विषय वस्तु में स्वाभाविक प्रवाह है तथा विद्यार्थियों द्वारा पिछली कक्षाओं में भ्रष्ययतत की गई सामग्री से 
निरन्‍्तरता बनाए रखी गई है। इसी उद्देश्य को ध्यान में रखते हुए उपयुक्त स्थातों पर पुनरावणोकन अनुच्छेद 
तथा प्रपनावलियाँ रखी गई हैं । 


इस पुस्तक का प्रथम प्रारूप राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान और प्रश्षिक्षण परिषद्‌ के विज्ञान एवं गणित 
शिक्षा विभाग में गणित एकक द्वारा तैयार किया गया। इस सम्बन्ध में मातकों तथा लेखन प्रयुक्तियों का विकास 
प्रो० मनमोहन सिह अरोरा के कुशल मार्गदर्शन में किया गया। विशेष रूप से जिन व्यक्तियों से इस पुस्तक के 
प्रथम प्राृप को तेयार करने में सहायता प्रदान की वे है विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के श्री आर० पीं० 
सक्सेना, डा० एस० सी० दास, वा० राम अवतार, श्री जी० डी० हल, डा० एस० के० सिह गौतम, डा* क्े० भ्री० 
मदात और डा ए० भार० साहू तथा पाठ्यपुस्तक विभाग के डा० वी० पी० गुप्ता । 


कु 


प्रथम प्राहूप का आलोचनात्मके विवेचन अध्यापकों, विषय विशेषज्ञों, अध्यापक प्रश्षिक्षकों, राज्य पिक्षा 
संस्थानों एवं राज्य विज्ञान शिक्षा संस्थानों के प्रतिनिधियों तथा गणित के उपयोगकर्ताओं के एक समुदाय द्वारा 
अक्टूबर 977 में कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय के गणित विभाग में इसी उद्देश्य से आयोजित एक कार्य शिविर में किया 
गया तथा इसके सुधार के लिए सुफाव दिए गए । इस पुस्तक को इस रूप में लाने में उनके महत्वपूर्ण योगदान के 
लिए मैं उन सबका अत्यन्त भारी हूँ । 


पुस्तक का अन्तिम लेखन तथा विषय-सम्पादन प्रो०् मनमोहन सिह अटोरा ने किया । इस कार्य में दिशली 
विश्वविद्यालय के गणित विभाग की डा० (कु०) अजीत कोर चिल्राना, पंजाब विश्यविद्यालय के गणित के उच्चतर 
अध्ययन-केन्ध के डा० सतीश शिराली तथा विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के डा० अर० पी गुप्ता ने बहुमूल्य 
सहायता प्रदात की। हिंदी संस्करण की देखरेख श्री महद्ध शंकर ने की जिसमें डा० के० सी० मदान तथा 
श्री ईदवर चन्द्र ने आवश्यक सहायता प्रदान की । विभिन्‍न एककों के लेखकों के अतिरित पुस्तवा के उत्तर डा७ 
एस० सी० दास, श्री आर० एस० कोठारी, ढा० (श्रीमती) यूरणा कुमारी तथा कु० नीलम पप्तरीचा ने प्रदान किए। 


]५४ 
मैं इन सबका तथा विशेष रूप से प्रो० मनमोहन सिंह बरोरा का आभारी हूँ जिन्होंने अपने व्यस्त कार्यक्रम 


के साथ-साथ इस पुस्तक के सम्पादव का कठिन कार्य - किया। उन्तके परिश्षम तथा उत्साहपूर्ण नेतृत्व के बिता 
इतने अल्प सभय में यह कार्य पूर्ण नहीं हो सकता था । 


इस पुस्तक के उपयोगकर्ताओं की प्रतिक्रियाएँ प्राप्त करके परिषद्‌ अति प्रसन्‍त होगी तथा इसमें और 
अधिक सुधार हेतु दिये गए सुझावों का स्वागत करेगी । 


! क्षित्र के० सिश्र 
' नई दिल्‍ली निदेशक 
मई 978 राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रणिक्षण परिषद्‌ 


अस्तावता 


यहू पुछाक 'वक्षा हऋा-डऊ। के लिए पाठ्यपुस्तक' श्रृख्चला का प्रथम भाग है। एक प्रमुख प्रदत 
जो हमारे सम्मुख आया वह यहू था कि क्या उपयोगकर्ताओं के विभिरत वर्गों के लिए अर्थात्‌ जैविकी, भौतिकी, 
अर्थशास्त्र, इत्यादि के विद्याथियों के लिए भिन्‍न-भिन्‍त गणित होता चाहिए अथवा एक ही कोर ((0/७) 
पाह्यक्रम कक्षा ([--|्र के सभी विद्या्ियों की माँग को पूर्ण कर देगा?' अनेक शिक्षकों तथा विषय 
विशेषज्ञों से प्राप्त समालोचनाएँ इस पक्ष में थीं कि इस स्तर पर गणित का एक्क हो पाद्यक्रम होना चाहिए 
जिनमें अनुप्रयोगों के विभिन्‍म क्षेत्रों से स्थितियों का समावेश किया जाए। 


अतः विभिन्‍न एकक्रों की प्रथम पाठ्य सामग्री तैयार करना प्रारम्भ करने से पहले परिषद्‌ के गणित 
एकक के सदस्यों द्वारा एक विस्तृत रूपरेखा तेयार को गई। इस योजना में वास्तविक जीवन की स्थितियों के 
चग्रन तथा उन्हें समावेश करने के स्थानों का इस अवस्था के लिए इष्ट्तम स्तर तक विकास के द्वारा किसी 
विषय का समावेश करने के दुष्दिकोण से बच्चे की पूर्व-आकांक्षाओं, उसकी योग्यता के अपेक्षित हार, पम्तकों 
ग्राह्म क्षमता तथा अन्य सम्बन्धित बातों को समुचित महत्व दिया गया | अतः विस्तृत योजना तथा गहन विचार- 
धारा इस पुस्तक के आधार हैं ॥ 


प्रथम प्रारूप परिषद्‌ में मेरे साथियों द्वारा तैयार किया गया तथा इसका पर्यवेक्षण कुरुक्षेत्र विश्वविद्यालय, 
कुरक्षेत्र के गणित विभाग में इसी उद्देश्य से आयोजित एक कार्यशिविर में किया गया जिसमें अनेक 
अनुभवी अध्यापकों, विषय-विशेषज्ञों, इत्यादि ने भाग लिया । मैं कार्यशिविर में भाग लेने वाले सभी व्यक्तियों 
का आभारी हूँ और साथ ही अपने साथियों का भी जिन्‍्होंनें इस कार्य को इस स्तर तक लाने में प्रसस्नतापूर्वक 
अपना पूर्ण योग दिया । मैं कुछ व्यक्तियों का जिक्र किए बिना नहीं रह सकता जिन्होंने इस पुस्तक के कुछ 
एककों को प्रथम प्रारूप प्रदान किया। वे हैं-विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग के श्री आर० सी० सक्सेना, 
डा० एस० सी ० दास, डा० राम अवतार, श्री जी० डी० ढक, डा० एस़० के० पिंह गौतम, डा० के० प्ती० भदाने 
और डा० ए० आर" साहू तथा पाठ्य पुस्तक विभाग के डा०.वी० पी० गुप्ता । 


इसके उपराब्त मैंने दिल्‍ली विश्वविद्यालय के गणित विभाग की ड० (कु०) अजीत कौर चिलाता, पंजाब 
विश्वविद्यालय के गणित के उच्च्तर अध्ययत-केख्र के डा सतीश शिराली तथा विज्ञान एवं गणित शिक्षा विभाग 
के डा० आर० पी० गुप्ता की बहुमूल्य सहायता से पाठ्य सामग्री का सम्पादन तथा पु#्र्लेखन किया | 
डा० एस० सी० दास, श्री भार० एस० कीठारी, डा० (श्रीमती) सूरणा कुमारी तथा कु० नीलम पसरीचा ने 
इस पुस्तक के कुछ एककों के उत्तर प्रदात किए ।. श्री महेद्ध शंकर ने डा० के० सी० मदान तथा श्री ईश्वर चन्द्र 
की सहायता से हिन्दी संस्करण का सम्पादन कार्य किया। मुझ इनमें से प्रत्येक का हादिक आभार प्रकट करते में 
अति प्रसन्‍नता है। 


श्ं 


0. 
]|- 


इस पुस्तक की कुछ मुख्य विशेषताओं की ओर ध्यान दिलाना समयोचित ही होगा । 


इस पुस्तक की पद्धति बही हैं जो परिपद्‌ की 7४ तथा 5 कक्षाओं की पुस्तकों की है। प्राय: आकर्षक 
स्वान्येपण तकों द्वारा तथा कहीं-कहीं दृढ़ता को खोकर, संकल्पनाओं तथा परिणामों के समझाने पर बल 
दिया गया है। ह । 

किसी संकल्पना का परिचय कराते समय उपयुक्त उदाहरण तथा स्थिति से सम्बन्धित अभिप्रेरण प्रदान 
किये गए हैं । 

पुस्तक में अत्यधिक हल: क्रिये गए उदाहरणों का समावेश किया गया है ताकि विद्यार्थी किसी सकल्‍पना के 
अनुप्रयोग के विस्तुत क्षेत्र को एन सके । 

पुस्तक को विभिन्‍न स्वतन्त /। . 7 में विभाजित किया गया है | प्रत्येक एकक के प्रारम्भ में इसमें समाहित 
सामग्री के विपय में संक्षेप बताए गया है तथा अंत में मुख्य संकल्पताओं की ध्षुची दी गई है ताकि 
विद्यार्थी अविलम्ब ही किसी एकक वि में पढ़ी हुई ततामग्री का पुतरावलोकन कर सके । 

प्रत्येक एकक के अंत में अग्निम अध्ययन हेतु युकाव दिये गए हैं ताकि योग्य विद्यार्थी अपने ज्ञान की परिधि 
बढ़ा सकें | 

प्रत्येक एकक में अनेक प्रदन देने का उद्देश्य अध्यापक के लिए प्रदनों का एक संग्रह प्रदान करना है जिससे 
वह विभिन्‍न योग्यताओं के विद्यार्थियों की माँग पर्याप्त रूप से पूर्ण कद सके । 

यहु दर्शाने के लिए कि अगले अनुछेच्द अथवा एकक का अध्ययन करने से पहले विद्यार्थी को किन 
संकल्पनाओ को भलीभांति याद रखना है पुनरावलोकन अनुच्छेदों, एककों तथा प्रश्नावलियों का समावेश 
किया गया है । 

उपयुक्त स्थानों पर विविध प्रश्नावलियों का समावेश किया गया है ताकि उपयुक्त अन्तरालों पर विद्यार्थी 
पाठ्य सामग्री को दोहरा सके तथा उस बिपय में प्रवीणता प्राप्त कर सके । 

विद्यार्थी की गणितीय विचारधारा को उत्तेजित करने तथा उसके विचारों को स्पष्ट करने के लिए अनेक 
स्थानों पर “क्यों ??” लिख दिया गया है। अत: अध्यापक से भपेक्षित है कि वह स्वयं उत्तर प्रदान करने 
की अपेक्षा विद्यार्थी को उत्तर देने के लिए प्रोत्साहित करे । 

कहठिन प्रश्नों तथा अनुच्छेदों को तारांकित किया गया है । 

ऐतिहासिक विवरणों का समावेश किया गया है ताकि विद्यार्थी किसी विशेष संकल्पता के विकास के प्रक्रम 


में फ्रांक सके तथा यहू अलुमान लगा सके कि एक अल्वेपक तथा गणितज्ञ की मस्तिष्क की क्रियाएँ कैसी 
होती हैं ।.. 


पादुय पुस्तक किसी अध्यापन-अध्ययन प्रक्रिया में एके आवद्यक उपकरण होती है। इस प्रक्रिया में एक 


अध्यापक के कार्य के महत्व को बढ़ा चढ़ा कर नहीं कहा जा सकता । यहाँ यह याद दिलाना अधिक आवश्यक नहीं 
हैं कि अपने विपय को जितता सम्भव हो सके रुचिपूर्ण तथा जीवंत बनाना, विद्याथियों में रुचि उत्पन्त करना तथा 
इसे बनाए रखला तथा उस्त निरन्तर बिस्ती्ण सीमाओं की ओर ले जाता अध्यापक का पावन कत्त॑व्य है। मुझे 
विश्वास है कि अध्यापक इस पृस्तक में निहित विचारधारा को समभेंगे एवं इससे सहमत होंगे तथा इस वात का 
प्रयास करेंगे कि विद्यार्थियों का विपय से अनुराग हो तथा बे इसमें उच्च प्रवीणता प्राप्त करें । 


अंत में में विद्या्थों के लिए कुछ शब्द अवदय कहूँगा। 


भाप गणित की इस पुस्तक का अध्ययन करने जा रहे हैं। यदि आग आहझ्म में ही अध्ययन की 


अच्छी' आउतें डाल ले तो आपको गणित का अध्ययव अति आक्र्पक एवं लाभकारी गागा। अध्ययन की हे 
अच्छी आदते भिम्त हैं : 


|, 


गणित की केवल करके ही सीखा जा सकता है। अपनी पाठगपुरुतक के। कैवन पढ़िए ही नहीं । आय 
भेद एक कागज और पेंसिल लेगी चाहिए और फिर पुस्तक का अध्यवन करता चाहिं! । 


2. परादयपुस्तक में जहाँ कही भी आपके सम्मुख "क्यों ?” आ जाए तो आपको उम्रडा उसर खोजने का प्रमश्त 
करना साहिए। 
3. किसौ एक भ्रइन पर बहुत अधिक समय ने लगाएँ। यह सदा अच्छा होता है के पहले क्रम अगले प्रश्न 
चले जाएँ और बाद में शुद्ध मस्तिष्क के साथ उस प्रइन पर बाधिंग था जाए जिया हम कितना 
कर रहे थे | 
4. भानव मस्तिष्क कुछ सीमित सामग्री का ही संग्रह कर सकता है। जिस किसी वहतु का अधिवा प्रग्मोग ने 
होता वह संग्रह से निकाल दी जाती है। अतः यह अच्छा रहेगा यदि आप प्रत्येक एत्क के सुछ्य परि 
को एक संक्षिप्त सूची बना लें तथा बोच-बीच में उन्हें दोहराते रहें । 
हमारे अत्यधिक प्रयत्नों के होते हुए भी यह सम्भव है कि पुस्तक में बुछ यप्रश्याशित बरियाँ रहे 
हों। यदि किसी व्रृटि की ओर हमारा ध्यान दिलाया गया तो परिषद इसके लिए अति उतज्ञ होगी । 
पुस्तक के आगे के संस्करणों में सुधार के लिए दिए गए सुभावों का स्वागत करेगी । 
नई दिल्ली 
मई |978 


भतभोहत सिह भरोरा 
हम्पादक 


राष्ट्रीय इक्षिक अनुसंघान और प्रशिक्षण परिषद्‌ भिम्नलिखित व्यक्तियों के प्रति आभारी है जिन्होंने 


अक्टूबर, [977 में गणित विभाग कुरुक्षेत्र विश्वविद्यायव में भायोजित गफ काय शिविर में हरा पाठ्यपुस्तक के 
लिए सेयार किये गए प्रारूप के पर्यवेक्षण में महृत्वपुर्ण शोबर, दिया : 


॥, 


40. 


॥. 
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उत्तरप्नाला [75 


एकक हूं 


संख्या - निकाथ 


हुस एकक में हुम प्रकृत संसणाओं (घतपुूर्णोकों), पुृर्यौकों लथा परिसेण संख्याओ्रों , 
हुप्योदि का पुनरावलोकत करेंगे। प्राकृत संस्यात्रों का पूर्णांकों में, पूर्णोंकों का परिभेय 
संधयाश्रों में तथा परिमेय संख्याप्रों का वास्तवित्त संक्याओं में विस्तार करने का भ्रभिप्रेरण 
जय गया है। परिमभेये तभा श्रपरिसेय संदयाप्नों को वदामलवों के रूप में व्यक्त करते 
'र बिचार किया गया है। प्रन्त में वास्तविक संत्यात्रों के गुणघर्मों को दोहराया गया है। 


|.॥. भमिका 


प्राक्ृत संख्याओं, पूर्णाकों तथा परिमेय संख्याञ्रों, इत्यादि से हम पहले ही परिचित हैं । प्रस्तुत एकक 
में हुप विभिन्‍न संख्या-निकायों (॥प्रश0३-०5०४८७५) को दोहरापेंगे तया इतके विषय में और अधिक जानकारी 
प्राप्त करेंगे । 





4 भुष्ति 


ऐतिहासिक तौद पद हम जानते हैं कि बजना का धाइंए्ज झ्रादि गाबव से हुआ था । अपनी वध्युओं 
की गणना के लिए मनुष्य ने झपती उंगलियों, छोटे पत्थरों, धौंघों, इत्यादि का प्रयोग किया अथवा लकड़ी पर 
चिन्ह बनाकर या कुछ अन्य देसी विधियों के प्रयोग से गणना की। किए मतृष्य ने सथूहं में रहुना तथा 
मिलना-जुलना आरम्भ किया और इस प्रकार उसे संख्यात्ों के लिए चिन्हों की ग्रावश्यकला पड़ी पाकि 
बहु दूसरों से सुचारू झए से वियार विभिमय कर सक्क । यद्यपि इतिहातकार इस विषय पर एकमत महीं है फि 
7स्थाकों (काट) के भारण्य कहाँ जोर कब हुआ तंथाएि प्राय: विश्याश किया जाता है कि संख्याओं. 
का प्रयोग लगभग उतला पुरावा है जितनी स्वयं मानव सभ्यता । 

यदि हम आज से. सगधग 5000 ते 6006 वर्ष पहुले के इतिहास १९ दृष्टि डालें तो शात होगा कि उस 
समय भिल्नवासी तथा मेगोपोडाशिश छध्यता के वियासी संदयांकों का विस्तृत प्रयोग करते थे । सिल्त-भित्त 


३ हु निलनल>< 
पे 





लग नग 3400: ई० पू9 से लिद॒दी के बर्तर के लगभग 500 ई० पृ० में शढ़ाक्षरों में लिखित 
, दुकड़े से प्राएस्सिक सिल्री संख्यांक (पवित्र) लिखाबट.) इसका तात्पय है कि 


“बाज राजा हरपुन भील को पृसि-से 6000 
बन्दी बताकर ले गया! ॥ 





सप्यताओं में भिन्‍त-भिल्‍्न प्रकार के संख्यांकों का विकास हुआ और इस संख्यांकों में भी समय के साथ-साथ परिवतेन 
हुए । उदाहरणतया, मिस्रवास्ती आरम्भ में संख्याओं के लिए संकेतों के रूप में चन्रों का प्रयोग करते थे। 
गूनानी तथा हिन्न, लोग संख्याओं के लिए झपनी वर्णमाला के विशित्त अक्षरों का प्रयोग करते थे । लग्रभग तृतीय 


शताब्दी के भारतीय शिलसा लेखों से ज्ञात होता' है कि पुरातन भारतवासी अपनी संझछ्यांक प्रणाली में बहुत से 
संकेतों का द्योग किया करते थे-। ह द 


[भारत मे हुआ था। आझातता वरताब्दा के श्रत्त में भारताय सगातांबद्या तथा गणित बग्नदाद के 
के पहुँचा । ऐसा भागा जाता है-कि कंक नामक एक भारतीय विद्वान, ब्रहमएुप्त के 'ब्रहमस्फूट सिद्धास्त' 
अल्-मंसूर के दरवार में पहुँचा । वाद में इसका अनुवाद अरबी, भाषा में हुआ । इत्त प्रकार भारतीय 
7णाली प्ररबों तक पहुँची। प्रसिद्ध अरब गणितज्ञ अ्र॒ल-रुवारिज्ञमो, जो खगोल-शास्त्र की श्रनेक 
के भी लेखक हैं, ने इस अनुवाद के आधार पर अपना बहुत सा काम किया। श्रल-एवारिज्षम्ती अपनी 


। "प्रल-जबर'" (#ट७ा9) के लिए अत्यधिक प्रसिद्ध हैं। उन्होंने अंकगणित पर भी लिखा। उसकी. 
मं का अनुवाद 'लेटिन' भाषा में हुआ और इस प्रकार हिल्दुन्‍मंब्यांक यूरोप में पहुँचे और हिन्दू-अरब 
| । 


हुलाए । 


दा अंकों 0, |, 2, 3, ..., 9 तथा स्थानीय मात्र के भिद्धासत के उपयोग से बनी इस संख्यांक-प्रणाली 
तब प्रणाली (कश्लागाशं 5980०) पहेते हैं। झआबार-0 के अतिरिक्त अन्य पभ्राघार वाली 
भी थीं और आज़ भी प्रचलित हैं। उदाहरणार्थ, ब्रेंवीलोन के निवराप्ती सेब्साजसीमल प्रणालों 
भ॥ 3958) को प्रयोग करते थे जिसका आधार 60 होता है। जब हम घंठों, मिनटों तथा 
व समय नापते. हैं तो हम भाधार-60 का प्रयोग करते हैँ यद्यपि हम इसमें स्थानीय मान के सिद्धान्त का 
करते। आज के युग में कम्प्यूटर प्राधार-2 अथवा द्विप्राघार प्रणाली (छ्ाज्ाफ इछघ0ण) को 
रते हैं जिसमें केवल दो अंक 0 तथा । का प्रयोग होता है। परनो द्वि-आधार प्रणाली श्राज का 
करार नहीं है। यहाँ तक कि प्रादि मालव भी एक प्रकार की ह्िल्झ्ाभार प्रणाली का प्रयोग करते थे । 


बेदयों तक, विभिन्म गणितज्ञीं ने जिन्होंने मंख्यात्रों का अध्ययन किया, इस्हें कई रहस्यमय तथा धामिक 


। वी शतताडदी में महात जमंत गणितज्ञ सोटफ्रिइ विलहेत्स लेबतिज (646-76) जोकि एक धामिक 
, ते ईश्वर को अंक | तथा शूल्य को अंक 0 से प्रदर्शित किया । उनका विव्वाप्त था कि जिस प्रकार 
पद्म से ब्रह्मांड बनाया ठीक उसी प्रकार वे 0 तथा । इन दो- अंकों से किसी भी संझया को व्यक्त 


; हैं। 


कृत संत्याएँ तथा पूर्णांक (रिज्लापान पिव्याीश5 ॥0 080५) 


गणत संख्याएँ ।,2.3, ... ्राकृत संख्याएँ कहलाती हैं। आपको ग्राद होगा कि यद्रि हम किन्‍्ही 
संख्याप्रों का योग करें भ्रधवा किन्‍्ही दो प्राकृत संश्याथों का शुणन करें तो हो मर्देग एक प्राकुत 
प्त होती है। अतः हम कहते हैं कि प्राकृत संदयाएँ योग तथा गृणन की संबिपा्नों के 
| (००5९१) हैं। परन्तु यदि हम किसी प्राकृत संहया को किसी अस्य प्राकृत संझया मे से घटाएँ तो 





के. डि७++-++ननननीटन "० नलननननना«क+_क कान कम» ८ पान अषनक७+००» ०++>न तान्‍ककक 4००. 


मान प्रणाली तथा संख्यांक 0 का आविष्कार अस्य सकपोकों के पश्चात्‌ हुंआ था। यद्यपि इस तथ्य 
भिन्‍न मत हैं कि स्थानीय मान प्रणाली, जिसमें शून्य के लिए भी संकेत दिया गया, का आविष्कार 
।. फिर भी प्राय: यह माता जाता दे कि ऐसा करने भी पहुल हिन्दुओँ ने की थी । 





थै ५ गणित 

कया होगा ? स्पष्ट है कि हमें सदा एक प्राकृत संश्या प्राप्त नहीं होगी । झतः यह भ्रावध्यक है कि हम प्राकृत 
संख्याधों के निकाय का पूर्णाकों के मिकाय में विस्तार करें। संख्याएँ ,..., --3, --2, --, 0, ।, 2, 3,... 
पूर्णांक्त कहलाती हैं। यह सुगमतापूर्वक देखा जा सकता है कि प्रति हम ढिन्‍्हो दो पूर्णाकों का योग 
करें, किस्हीं दो पूर्भाकों का भस्तर में प्रणवा किस्हों दो पूर्णाकों का परस्पर गुणन करें तो हमें सदेध एक 
पूर्णांक् ही प्राप्त होगा.। परन्तु यदि किसी पूर्णांक को किसी अन्य पूर्णांक से भाग दें तो भागफल क्या होगा? 
निश्चित है कि हमें सदा एक पूर्णाक प्राप्त नहीं होगा। अतः हम कहते हैं कि यूर्गाक विभाजन की संक्तिया 
के लिए संबत नहों होते। हम देखते हैं कि प्राकृत संख्याएं भो विभाजन की संक्रिया के लिए संबत नहों होतों । 
इसलिए यह प्रावश्यक है कि हम इस संख्या-निकाय का और अधिक विस्तार करें जैसा कि भगले अनुच्छेद में 
किया गया है । 


].4 परिभेय संह्याएँ (४09) 'िशयाश8) 


भ्रब हम आपका ऐसी संख्याओों से परिचय कराते हैं जो न की तरह की हैं जहाँ 9 तथा 4 दोनों 


पूर्णांक हैं तथा 0५७८0 है। इस प्रकार की संख्याएँ परिमेय संख्याएँ कहलाती हैं। हम नीचे परिमेय संख्या की 
परिभाषा को दोहराते हैं । 


परिमेय संख्या वह संख्या होती है सो कप के रूप में लिखो था सके ,अहाँ / तभा 4 दोनों पूर्णांक हैं 
तथा ०550 है। यदि 4 एक अआ्कृत संख्या है तथा # और 6 में | के भ्रतिरिक्त कोई अन्य उभयनिष्ठ गरुणन- 
खंड नहीं है तो हम कहते हैं कि पश्सिय संख्या ह निम्ततम पदों (0कत९६६ (शण्ा$) में है। कभी-कभी हम यह भी 
कहते हैं कि /» शोर ८ मिस्नतम पदों में हैं । 

कोई परिमेय संख्या या तो धनात्मक (90४४०), या ऋणात्मक (7688/४०) या शून्य हो सकती है । 


यह झासानी से देखा जा सकता है कि प्रत्येक पूर्णाक एक परिसेय संख्या होती है । (क्यों?) हप नीचे यह दिखाएँगे 
कि परिसेष संक्याएं योग, व्यवकलन, गुणन तथा विभाजन (शूस्प के प्रतिरिक्त) फी संक्रियाओ्रों के लिए संबत 


होती हैं । 
उपपत्ति': आहए, दो परिमेय संख्याएँ ८ तथा & लें। मान लोजिए, 6 #८ रू तथा 8 रू पे 


जहाँ 9,2,” तथा & सभी पूर्णाक हैं और 4-50, ४50 हैं । 


2 5 टी 
अब, न है स८ हि न ह हि न 4 


28 + 
अर्थात्‌, 4 +  द 


परन्तु हम जानते हैं कि किन्‍्ही दो पूर्णोकों का योग तथा किन्‍्ही दो पूर्णाकों का गुणनफल भी एक पूर्णाक 
होता है। श्रत: (3, 4४६ (६ तथा. #5--47 प्रू्णोक हैं और 45760 क्योंकि 4550, 5:60 है। इस प्रकार 


'संस्या-निकाय 5 


+0 दो्‌ पूर्णाकों का भागफल है जिसका छ्ट्र (007०प्रपाक्षाण) शून्य नहीं है । अत: 6--४ एक परिमेय 
सख्या हू । 


79/+# 

अब, अर हिल 

ली | ) 
अर्थात्‌, 68 


पुत्र, 9# और ७ पूर्णाक हैं तथा 4६-८0 है | भरत: ८9 भी एक परिमेय संख्या है । 
हे ['दो परिमेय संख्याओं का अन्तर तथा भागफल (जहाँ हर शून्य नहीं है) भी एक परिगेय संख्या होती 
है! सिद्ध करना पाठक के श्रभ्यासार्थ छोड़ दिया गया है ।] 


हम परिमेय संख्याश्रों के योग तथा ग्रुणन के गुणधर्मों को नीचे दोहराते हैं : 
यवि ४, 9, ० परिमेय संस्याएँ हों | 


]. 2-- ४-5 9 -- ॥ [योग क्रमधिनिर्मेय (००आधधा/तरत९) है ।] 
2. 2-- 0 -- ०0) (४ ४ -- ८ [योग सहचारी (॥5४०८ंश४०) है ।] 
3, 8-- 0-59 [योज्प तत्सप्तक (36006 40शाधा9) : 0] 
4. #+ (8950 [योज्य प्रतिलोम (40406 "१श७५९) $ --श] 
5... 40 <८ 98 [गुणन क्रमविनिमेय है।|.. 
6, 8(090) ++ (0९ [गुणन सहचारी है |] 
7. 8. -- ॥ ८ [ुणनात्मक तत्समक (जरध्रफ्रांटआ0१6 400॥79): ॥] 
| ' हि है 
्) मन , 3450 [गुणनात्मक प्रतिलोम् (हरणा/ञांटबार० वाएश४6 ); गज | 
9, 800 -- ०) -+ ४0 -- 3९ .. [गुणन योग पर वितरणात्मक (वांध्ाती४४४०) है |] 


4.5 सांत तथा ग्रप्तांत दइशमलब (पशाशंतर्ाए 00 'चि०त-शतरां॥॥/॥8 00९0॥95) 


परिमेय संख्याओं को ऐसे दशमलवों में व्यकत्त किया जा सकता है जो सांत (६शामागश्रगाह) अर्थात्‌ 
परिमित (70॥6) अथवा श्रसांत ताणा-श्शंत्रधाष्ट) अर्थात्‌ अपरिमित* (शणांण होते हैं। उदाहरणार्थ 
7 637 
प्ञ्ज 0.6, --ह्वु "-0:09375 तथा >.द-2:548 उन परिसेय संख्याओं के उदाहरण हैं जो सांत 
दशमलव में व्यक्त की जा सकती हैं । | 


| 


5 3 | 6 ह पेय. संख्याओं 
हु १8333 ...॥ यत्‌रः 0-272727... तथा “7 55 0.8574285742... उन परिमेय संख्याओं के 


४ 


#ग्रपरिमित दशामलव के परिशुद्ध अर्थ के लिए उच्चस्तरीय संकल्पनाओ्रों (००0८८७/७) की आवश्यकता है जो 
इस पुस्तक की सीमा के बाहर हैं । 





6 | गणित 
उदाहरण हैं जो असांत दशमलव में ब्यक्त की जा सकती हैं। इन"असांत दद्ामलवों में हम देखते हैं कि कुछ 


अंकों के समूह की पुनरावृत्ति होती है। अतः “इस प्रकार के दशमलवों को श्रावर्ती ददामलव (7९९प्रातराढ़ ता 
एथां०्वा८ ॥०९४४४) कहा जाता है। एक भावती दक्मलब के आवर्ती भाग के ऊपर रेखा लगाने का प्रचलन है । 


उदाहरणार्थ तथा --- को हम इस प्रकार लिखते हैं 


५] 6 
हु * १.४३ तथा नव « 0.85742, इत्यादि । 
यह सिद्ध किया जा सकता है कि प्रत्येक परिसेय संक्णा एक दहाभलव में व्यक्त की जा लकती है जो या 
तो सांत ध्थवा ध्रस्तांत श्राषतों होता है । 
जब कोई प्रिमेय संख्या दशमसब में व्यक्ष कौ जानी होती है तो हम कंसे बता सकते हैं कि यह 


दशमलव सांत होगा अथवा भ्रसांत झ्रावर्ती होगा। परिमेय संख्याओं --ह गा तथा - के दशमलब निरुषणों 
का पुन: अध्ययन कीजिए । 

पह सिद्ध४ किया जा सकता है कि निम्मतम प्दों की कोई परिसेम संख्या सांत दशमस्तव में तभी तथा 
केवल तभी व्यक्त की जा सकती है पदि उसके हर में 2 तथा 5 के प्रतिरिक्त कोई शात्प धमाण्य (एएेता९) 
'गुणवक्षण्ड ने हो। इस प्रकार, यदि किसी परिमेय संख्या के हर में 2 तथा 5 के अतिरिक्त कोई अन्य अभाज्य 
गुणनलण्ड है तो उस संल्या का प्रसार (६:७७॥50॥) असांत झ्ावर्ती होगा। ' 
* आपको याद होगा कि एक सांत दशमलव दो पूर्णाकों के भागफल के रूप में लिखा जा सकता है। भ्रत 
प्रत्येश सांत दकमलव एक परिसेय संश्या के रूप में लिखा जा सकता है । 

उदाहरण ] : 0.0625 फो परिमेय संख्या के रूप में लिखिए । 


625 
: 0,062 व्क 
हल 0000 





यदि हम चाहें तो 625 _ को निम्नतम पदों में लिख सकते हैं। हम देखते हैं कि 


625 . _। 
[0 [6 
भाइए, अब उदाहरणाथ्थ, एक झ्सांत प्रावर्तों दद्ामलव 0.3 लें | क्या हम एफ ऐसी परिसेय संख्या शात 
कर सकते हैं जिसे यदि दशमलव में व्यक्त क्रिया जाए तो प्रसार 0.3 हों ? ््िि 
आइए, दी गईं दशमलव संख्या को, उदाहरणाये, < से व्यक्त करें । 

तब, २८८0.3333, .. () 
. हम जानते हैं कि यदि किसी दशमलव को 0 या 0 की किसी घात (90%?) से गुणा किया जाए तो 

परिणामस्वरूप दशमलब बिन्दु दाईं ओर उपयुक्त स्थान पर स्थानान्तरित हो जाएगा । 


#उपपात्ति इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। 


संख्या-निकाय 7 


(६) के दोनों पक्षों को 0 से गुणा करने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं 
0,/5-3.3333... (2) 
अब यदि () को (2) में से घटाएँ तो हम देखते हैं कि दशमलब का प्रावतों- चाण समाप्त हो 
जाता है | 
इस प्रकार 95८८3 


गत: 3८८ श्र जो अभीष्ट परिमेय संख्या है । 


श्राइए, एक प्रन्य उदाहरण लें | 
चदाहरण 2: एक परिमेय संख्या शांत कीजिए, जिसे यदि दशमलव में व्यक्त किया जाए तो प्रश्ार 
0,234 ग्राप्त हो । | 
हुल : मान लीजिए, :++0.23444... (0) 
» को केवल ]0 या. ]0 की घात से गुणा करके तथा () को परिणाम में से घटाने पर हमें कुछ 
अधिक सहायता नहीं मिलेगी । (क्यों ?) इसलिए हम निम्न प्रकार से शाणगे बढ़ते हैं : 
(।) के दोनों पक्षों को 0% से ग्रुणा करके हम निम्त प्राप्त करते हैं : 
00 #म+23.444... (2) 
हम देखते हैं कि (2) में झावततों भाग दशसमलवब बिन्दु के पश्चात है। श्रस हम उवाहरण ! की 
स्थिति में पहुंच गए हैं । जप ह 
(2) के दोनों पक्षों को 0 से गुणा करके हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
000::-5234.444 शक (3) 
_(3)--सें से (2) को घदाने पर 
900: 2॥ 


अतः अपना हक जो ब्भी७्ठ परिभेय संख्या है । 


डा 
टी 





उदाहरण 3: वह परिमेय संख्या ज्ञात कीजिए जिसे यदि दश्मलव में व्यवत किया जाए तो प्रसार 
4.6732 भाप्त हो । | ॥ लि 
हुल: मान्त लीजिए 5 4.6732732... (3) 
पुन :, सर्वप्रथम हम दशमलब बिन्दु के ब्राद केवल ग्ावर्ती भाग ही रखता चाहेंगे । आइए () के दोनों 
पक्षों को ]0 से गुणा करें । हमें निम्न प्राप्त होता है ु 
05% ८+ 46.732732 _-+ (2) 
.. *” अब हम उदाहरण ] की स्थिति में जा गए हैं.--ह्च-(2] के दोनों पक्षों को 0* से गुणा करते हैं 
और निम्न प्राप्त करते हैं; | ह । 
[04% #5 46732.732732.... 9 (3) 
(3) में से (2) को घटाने पर, 
9990 ++ 46685 


8 ह गणित 


46686 778 


४७० अ + 


जो कि यांक्षित परिभेय संख्या है । 


6 परिसेय संख्याश्रों में फ्म-सम्बन्ध (()४0७४॥8 40078 छै॥80॥85 ) 


आइए अब परिभेय संख्याओं में क्रम-सम्बन्ध का अध्ययन करें। हम किसी संख्या के किसी 
अन्य संख्या से छोड़ो (या बड़ी) होने को दर्थाने के लिए संकेत < (या >) भयुक्त करते हैं।' 


५ 4. 3 । 293 8 ..: 
उदाहरणार्थ, -2<-..., ---< 5, 0-2, «८ --$ दष्यादि। 
हँ + < न्‍् डर ठ <_ 3, 0:> । प्रा <_ 73 दर 


मब यह स्पष्ट है कि यदि ८ तथा 8 परिसेय संख्याएं हैँ तो या तो ४८-४७ पा 4<8 था 4:>8॥ 

दूसरे दाब्दों में, यदि दो संख्याएँ दी हों तो उपरोक्त तीन अवस्थाओं में से एक तथा केवल एक अवस्था 
हीं सम्भव है । स्पष्ट कारणों से हम इसे त्रिबिकल्पता भ्भिगृहीत ((/0000009 बरांणा) कहते हैं । 
भव हम < के निम्त गुणघर्मों को दोहराते हैं: 
घवि 8, 9 तथा ० परिमेय संख्याएं हैँ प्रोर 


], 8&< 8 तथा 6< ८ तो 6 < ८ [< की संक्रामिता (ग्राअंतशाए 6 <)] 
2, &< 8 तो 4+-८०< 8+ ८ :.... [योज्य गुणधर्स] 
3, 8<: 8 पैंपा ०> 0 तो 0 <; 8८ [गलत गुणधर्म ] 


नि __निदचय ही गुणधर्म 2 तथा 3 बढ़ाते हैँ कि हम किसी असमिका (८१४७७॥७) के दोनों पक्षों में 
बिना उसकी दिशा परिवर्दत किए, कोई परिमेय संख्या जोड़ सकते हैं अथवा दोनों पक्षों को किसी घनात्मक 
परिमेय संख्या से गुणा कर सकते हैं। हुंम इन गुणधर्मों का प्रयोग यहू घिद्ध करने में करेंगे कि किस्हीं दो भिस्त 
परिसेय संख्यात्रों के बीच हम सदेव एक परिमेय संख्या प्राप्स कर सकते हैं । 

उपपृत्ति: किन्‍्ही दो भिन्‍न परिमेय संख्याओं पर विचार कीजिएं। त्रिविकल्पता भ्रभिगृहीत के अनुसार 


इनमें से एक दूसरी से छोटी होगी। मान लीजिए. हम छोटी संरु्या को ८ तथा बड़ी संख्या को ४ से 
ब्यक्त करते हैं । 


मर्धथात्‌, हों <ा है । 
तब, ७-४ < #+- & (ग्रुणघर्म 2) 
कने ही रा 2 न 
या, 4 < ् ाआ (0) (भुणधर्म 3) 
पुन, ८ <_ # रे 
तेंब, ॥#.. . , 


है ह); | ४7 


संह्या-मिकाय' 9 
अरब क्योंकि हम जानते हैं कि परिभेय संख्याएँ योग तथा गुणव की संक्तियाओं के लिए संवृत होती हैं, 


5 
अत: -.- 





एक परिमय संख्या है । 


इस प्रकार यदि कोई दो परिमेय संख्याएँ दी हों तो हम दोनों के बीच सदैव एक अन्‍य परिमेय संख्या 
प्राप्त कर सकते हैं । ऐसी एक संख्या दी हुई दोनों संख्याओं का मध्यमान (4८8८) ही हैं। सदि उपरोक्त विधि 
का बार-बार प्रयोग किया जाए तो हम सुगमतापूर्वक देख सकते हैं कि किश्हीं दो दी हुई परिभेय संख्याओं के दीच 
बहुत सी अन्य परिभेय संख्याएँ प्राप्त की जा सकती हैं। अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


सदाहरण : ८ तथा - के बीच कोई तीन परिभेय संख्याएं शात कीजिए । _ 


हल : 
ऐसी' एक संख्या दी गई दोनों संख्याओं का मध्यमान झर्थात्‌ 


।/2 , 3 23 
नव + 3) 78 है 

280... 

अब, 55 ह जप 


अभी हमें दो परिभेय संख्याएँ और ज्ञात करनी हैं। ऐसी, एक संख्या ५ तथा फू के बीच 


23 5 
तथा अन्य ([. तथा 7० के बीच प्राप्त की जा सकती है। 


जे तथा ,-> के बीच, उनका मध्यम्तान श्रर्थात्‌ 
। /2 , 23 39 ५ 
नि (4 न ३6) या (6 एक परिमेय संख्या है । 


अर्थात्‌ हर < 39० ब्‌ रे 
” 5 80 ' 40 


६) | ४ 


23 3. 
इसी प्रकार, -- तथा प्र के बीच 


23. . . 3 
46 (क तीज ) था >> एक परिमेय संख्या है 


53 


23 3 
अर्थात्‌, 0 कप 


इस प्रकार, हमने -- तथा + के बीच में तीन परिमेय संख्याएँ न न तथा न ज्ञात कर ली हैं । 


“उदाहरण 2: सिद्ध कीजिए कि यदि ५, #, ८ तीन परिमेय संख्याएँ हैं और ८ < 8 तेथा 
< 0, गो 40 > 8० है। 


]0 पनित 


हल : हमें दिया गया है कि ८ < 0 
शाइए, दोनों ओर (०) धोड़ें। इस प्रकोर, 


८ +- (०-८) < 0+ (-- ०) ुशबर्न 3) 
प्रथातू, 0 < (--०) 

या, (८) > 0 

श्रव क्योंकि, ८ < 8 वा (८) > 0, 

बत, 4(--०) < 2(-०) (गुणधर्म 3) 


भ्र्धात्‌, --..६० < --४८ 
झाइए, वोनों जोर 4८ -- 8८ जोड़ें । इस प्रकार, 
बट ++ 80 +--42 < 60 +- 02 ०-9८ [ गृजधर्भ 2 ) 
भ्र्थात्‌, 92 <_ 4९ 
या, 420 > 8० भी इष्ट परिणाम है । 
दुसरे शब्दों में, यदि हुम किसी प्रसमिक्ता के दोनों पक्षों को एक ऋणात्मफ पश्मिष संख्या से गुणा करें 
तो प्रश्नभिका की विज्ला बिफ्शीत हो जाती है । 
उदाहरण 3: यदि ८ और & ऐसी परिमेय संख्याएँ हैं कि ८ <: 8 है तो 


< 8 होगा, 


जहाँ # | से बड़ी कोई प्राकृत संख्या है । 
हल: हम यह सिद्ध करना चाहते हैं कि 


व <ः प्र्न॑- 








यह सिद्ध करना निम्न सिद्ध करने के समान है: 
क) ४६४ +-: 








हमें दिया हुआ है कि ८ < 5 

इसलिए, 0<: 8 -- ८ (!) 
हम () के दोनों पक्षों को # से भाग देते हैं और निम्न प्राप्त करते हैं 

8-4 - 

0<< (2) 
(2) के दोनों पक्षों में '४' जोड़ने पर इमें (:) में दिया वॉछित परिणाम प्राप्त हो जाता है । 
६) में हम दिखाना चाहते हैं कि 

हद 





द8-ध - 


मां, कह -- ०) -- (8--४)> 0 
या, (# -- 4) (8 +-+ ४) > 0 


ह ह संख्या-निकाय ॥ 
अब हम (]) के दोनों पक्षों को (# -- !) से गुणा करते हैं। [हम देखते हैं कि क्योंकि #> ! हैं 
इसलिए (४--- ]) > 0 है ।] हमें निम्न प्राप्त होता है: 
02८७ “- !) <: (8 -- ४) (# -- |) 
अर्थात, 0< (8 -- 4) (# -- |) यो कि निस्सन्देह वौंछित परिणाम है। 


._: हम इस उदाहरण के परिणाम का प्रयोग दो दी हुई परिमेय संख्याओं के बीच में चाहें जितनी परिमेव 
संल्याएँ ज्ञात करने के लिए कर सकते हैं। यह सम्भवतः औसत की विधि से सरल है। भ्राइए उदाहरण | की. 
संल्याएँ लें और इस विधि से उनके बीच में तीन परिमेय संख्याएँ ज्ञात करें। हमें निम्न संख्याएँ प्राप्त होती हैं। 


3 2 2$ 2 ]/3 3 
न मम 


6 77५47 5/ 8" 5 कवर 5 ल्ला 
22 7]/23. ..72 39 
है जु 22 ०] न्‍्छा 


प्रइनावली . 


।, एिंद्ध कीजिए कि किन्‍्हीं दो परिमेय संख्याओं का अन्तर भी एक परिमेय संख्या होती है। 
2. सिद्ध कीजिए कि किन्‍्हीं दो परिमेय संख्याओं का भागफल (हर शून्य के अतिरिक्त) भी 
एक परिमेय संख्या होती 'है। | 
3, निम्त परिमेय संख्याओं को सांत अथदा अर्सात आवर्ती .दशमलव के रूप में लिखिए : 
3] 86 6 
ध 6) का 2 (9) ] 25 (7) (५) |] न 
[पाठक पहले यह निद्चित कर लें कि उपरोक्त में से कौत सी संख्याओं का प्रसार सांत 
होगा और कौन सी संख्याओं का असांत आवर्ती |]... | 
4. ' एक ऐसी परिमेय संखझ्या ज्ञात कीजिए, जिसे यदि दश्मलव में व्यक्त किया जाए तो प्रसार _ 
2.376 प्राप्त हो । | ह 
5. एक ऐसी परिमेय संख्या ज्ञात कौजिए, जो यदि दशमलव में व्यक्त की जाए तो प्रसार 
22.3782378 प्राप्त हो । 


6. ्र तथा न के बीच दो परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 


308 7 कट न त्तथा ल्‍ के बीचे तीन परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए। 


[2 गणित 


हुत परिसेश संशधाह्यों का ज्याभितीयष निरुषण (560फछ७तुएछं फरिशृशए४आज्रांणा 
पि्ा।जा॥। िशाह्ा।श8) 


हम यहाँ विस्तार से नहीं बताएँगे कि एक परिमेय संख्या को संख्या रेखा १९ कैसे निरूपित किया जाता 
है। परम्तु हुम यह बताना चाहुँगे कि हम एक प्रचलित रीति से संख्या रेखा को क्षैतिज रेखा (॥072०्जांशे 
[0९) के रूप में खींचते आए हैं जँसा कि आकृति . (क)में दिखाया गया है। परन्तु गणितीय दृष्टि से यह 
शावश्यक नहीं है। हम संख्या रेखा को ऊर्ध्वाधरें भर्थात्‌ खड़ी रेखा (सशाा८४ |) के रूप में भी खींच सकते 
हैं जैसा कि भ्राकृति .] (ख) में दिखाया गया है। कोई स्वेष्छ बिच (फाए्थाए॥ 9०पा) 0 प्रस्थान बिल्‍्दु 


(तरह ए०ंगा) अर्थात्‌ सूलबिखु (०६0) ह 
के रूप में लिया जाता है। एक्क स्वेच्छ दूरी हे )े 3 
(#फंकिकाए शाह्ठा) को भाजक (ए्) 030 काश आर या 6 


श्ज 


बुना जाता है ओर संख्या रेखा पर मुलबिन्दु 
के ऊपर तथा तोचे चुनी हुई मात्रक के पदों में 
समान दूरी पर चिन्ह लगाए जाते हैं। इस 
प्रकार सूगबिस्तु संख्या 0 को तिरूपित करता ०० 
है। धनात्मक संख्याओं को भूलबिन्दु के ऊपर ५ 
तथा ऋणात्मक राख्याओं को मूलबिस्दु के ब्रीचे 5४ 
मिरूपित करने का प्रचलन है । 
परिसेय संख्याओं को संख्या रेखा पर 
मिरूपित करने के पदचात्‌ हुम स्वर्य से सिम्त 
(स्वाभाविक) प्रदन पुछते हैं: क्या संख्या रेखा 
पर ऐसे ब्रिल्ु हैं जो किसी परिसेय संख्या को आकृति .8 
सिरपित नहीं करते? हम कहते हैं कि वस्तुत: 
ऐसे बिख्युं हैं। अब हम पहले एक ऐसा ही बिन्दु प्राप्त करने का प्रयत्न करेंगे। ; 
प्राइए, भात्रक दूरी 0/ पर एक वर्ग 088८ की रचना फरें जैसा कि आकृति !.2 में दिखाया गया 
है। 08 इस वर्ग का एक विकर्ण है । ह 


(के) 





पाइ्थगोरत प्रभेय द्वारा, 


जाजपुर 


098 -+ /090&४4- 898 - ४27 


संख्या-निकाय | - ॥3 

0 को केन्द्र तथा 09 को त्रिज्या (६0775) लेकर हम एक जाप खींचते हैं जो संख्या रेखा को 
बिन्दु ए पर काठता है जैसा कि आक्ृति में दिखाया गया है। स्पष्ट रूप से 07-- 085 ९/2। इस प्रकार 
बिन्दु ? संख्या ५/7 को निरूपित करता है। अब हम सिद्ध करेंगे कि 4/ट परिभेय संद्या नहीं है। 
उपपत्ति : उपपत्ति की जो विधि हम अपनाएँगे उसे विरोध (०००छब!ांटांणऐं की विधि कहा जाता है। अथ 
पहुले हुम यह कहपना कर लेते हैँ कि ५/ टू एक परिमेय संख्या है झौर फिर हम अपनी कहपना के विरोध पर 
पहुँचते हैं। इस विधि को शसंगति प्रदर्शन (#९००८४० 20 #ंब्यावेंधा) की विधि भी कहते हैं । 

हम मान लेते हैं कि ५/57 एक परिमेय संख्या है। पतः 4/ 7 को -> के रूप में व्ययत करता सम्भव 
है जहाँ # तथा ८ पूर्णांक हैं गौर 4 ८६८ 0 है। श्राइए, यह भी मान लें कि $ तथा 4 निम्नतम पदों में हैँ । 


अब, . 4 हु हू औ 


इस प्रकार, नकल 

अथवा, - 79 55 267 ([ |) 
गत: #* एक सम पूर्णाक है। (क्यों?) 
इसलिए+ # भी एक सम पूर्णाक है । 


श्रत: हम 9 को लिम्त रूप से लिख सकते हैं : 
2 ह* 27, जहाँ # एक पूर्णाक है । 
(]) में प्रतिस्थापन ($परऋताांणा) करके हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
4 सनम 2 ह 

* थी, 4पम2/ 

पुनः उपरोक्त तक से ही हम यह लिष्कर्ष तिकाल सकते हैं कि 60 एक सम पूर्णाक है। इस प्रकार 
2 तथा 4 दोनों हीं सम पूर्णाक हैं। और इसलिए इनमें एक उभयत्तिष्ठ गुणनखंड 2 होता चाहिए। परन्तु यह 

हमारी इस कठ्पना, कि | तथा 6 निम्नतम पदों में हैं, का विरोध करता है। अतः ५/2 परिमेय संख्या नहीं है । 

ह इस प्रकार हमते संख्या रेखा पर एक बिन्दु प्राप्त कर लिया है जो किसी परिभेय संख्या को निरूपित 
नहीं करता । 





% /घदि ४१ एक सम पूर्णाक है तो » भी सम पूर्णाक है” स्वयं इसे भी सिद्ध करने की प्रावश्यकता है। निरचय 
ही इस कथन की अपेक्षा इसकी प्रतिस्थिति (ट०त/्रए०४/९७) सिद्ध करना भ्रधिक आसान है अर्थात्‌ “बवि 
सम पूर्णांक नहीं है तो /” भी प्म्त पूर्णांक नहीं है” 

यदि / सम पूर्णाक नहीं है तो यह 7-52 /-- के रूप की संख्या है जहाँ & एक पूर्णाक है। 
इस प्रकार, एनन (2 --) “52 (2 &-+-2 ४) न 
अब, 2 £?--2 £ एक पूर्णाक है । (क्यों ? 

झलः ४7, उदाहरणा्थ, 5-52 आन के रूप की संख्या है जहा # एक पूर्णाक है । इससे स्पष्ट है 
कि /? सम पूर्णाक नहीं है। । ह 





4 .. चित 
ह यह तथ्य कि संझया रेखा पर ऐसे प्रन्य बिन्दु भी हैं जो किसी परिमेय संख्या को निरूपित नहीं करते, 
“निस्त विधि से दिखाया जा सकता है 


वर्ग 008८ के विकर्ण 08 पर हम एक सभकोण त्रिभुज. 0870 को रचना करते हैं जिसका समकोण 
# पर है और 870--04 (सात्रक दूरी) है जेसा कि आकृति .3 में दिलामा गया है । 





पुम;, पाइवेगोरस प्रभेय ते 

00 ७%/5 ५४5१ + ४53 

0 को केन्द्र और 00) को ज्रिज्या लेकर हम एक जाप खोंच॑ते हैं जो संख्या रेखा को बिन्दु 0 पर 
काटता है जैसा कि! झ्राकृति में दिखाया गया है । स्पष्ट रूप से, 00--070--%/3 । इस प्रकार, बिन्‍्दु () संख्या 
१/3. को निरूपित करता है। अब यह सिद्ध करना कि 4/3 परिमेय संख्या तहीं है पाठक के अ्रस्यासाथ छोड़ 
दिया गपा हूँ । 

यदि हम इस विधि की पुतरायुत्ति करें तो हम पायेंगे कि संख्या रेखा पर ऐसे ओर भी बिन्दु हैं जो 
किसी परितेम संख्या को निरूपित नहीं करते । [निस्संदेह, यह स्पष्ट है कि हूम कुछ ऐसे बिन्दु भी प्राप्त करते हैं 
जो ५/4 जैसी परिभेय संख्याओं को निरूपित करते हैं ।] 


१.8 .भ्रपरितेण संस्याएं ([7ब्री०7॥/ रण: ६) 


.. हमने पिछले अनुच्छेद में देखा कि संख्या रेखा पर ऐसे बिन्दु हैं जो किसी परिमेय संख्या को निरूपित नहीं 
करते । इससे संक्या-तिकाय के विस्तार की भ्रावपएयकता है. जिसमें ऐसी संस्याएँ भी सम्मिलित हों जो परिभेय 
नहीं है जैसे कि ५/2: 4५/5., 4/5 ,-- ५/6., ५7; श॒ष्पादि । ऐसी संख्याएँ श्रपरिमेय संख्याएँ कहलाती हैं: 
इस प्रकार, झ्रपरिसेय संख्या बह संख्या होती है जो -“- के रूप सें व्यक्त तहीं को जा सफतों ,जहाँ 7 तथा 4 
बोनों पूर्णाक हों भौर 0५50 हो । 

अपरिमेय संख्या का एक अन्य उदाहरण संख्या # है जो एक बुत को परिधि का उसके व्यास से 
पनुषपात (४70) होता है । यह प्रमुषात एक स्थिरांक (००॥७:७७) होता है झोर वत्त को ज़िज्या पर निर्भर नहों 


* # क्र को अपरिसेय संख्या सिद्ध करना इस पुस्तक की सीमा के बाहूर है। 


संख्यानिकार्य 435 
होता । निश्चित ऋूप से वेब्ीलोत ढथा मिस्र के लोग यह जाते थे कि एक बच की परिधि का उसके व्यास से 
अनुपात एक स्थिरांक हैँ, यद्यपि इस अनुपात को व्यक्त करने के लिए उन्होंने संकेत + का प्रयोग नहीं किया। 


लगभभ 2000 ई० पृ० बेबीलोन के लोग # के भान के लिए 3 और मिख्वासी 4 हल ) का प्रयोग करते 
थे। आयंभदूट (जन्म 476 ई०) ने 499 ई० में अपनी प्रसिद्ध कृति आायधजट्दीयम में संकेत किया है कि » का 


है 8! 22 ५ पु 
मान 3,46 होता हैँ । आपको याद होगा कि हम # का माल ना प्रयोग करते ज्राए हैं । परन्तु इसका यह अर्थ 


हीं 8 हू ह६। 22 छा ०० 
नहीं हैं कि » एक परिमेय संख्या है । हे जगत श के मान के सम्विकट एक संख्या है । 


पह जानना अत्यन्त रखचिकर है कि तीज़गति के इलेक्ट्रॉमिक कम्प्यट्यों के आगभन से, फरवरी 967 ई० 
में पैशिस के परमाणु ऊर्जा आयोग में क्वाम करने वाले दो महानुभावों ने 


5 साख दशमलब स्थानों तक # का 
मान निकाला था । 


क्या दो अ्रपरिभेय संख्याप्रों का ोग भी भ्रपरिगेय है? स्पष्ट है, सदा ऐसर नहीं होता। उद्ाहरणार्थ, 
दो अपरिमेय संण्याएँ ५/2 तथा ---५/2 लीजिए। इन संष्याओं का योग 0 है। इस प्रकार श्रपरिसेय 
संख्याएँ योग की संक्रिया के लिए संबत नहीं हैं । ' 

.. [पाठक यह सिद्ध करे कि अपरिमेय संख्याएँ द्वकलन, गुणन तथा विभाजन की संक्रियाश्रों के लिए 

संबृत नहीं हैं ।] 

उदाहरण 4:. सिद्ध कीजिए कि 3-- 4/7 अपरिसेय है। 

हल: हम इसे असंगति प्रदर्शत की विधि से हल कर सकते हैं। हम मान लेते हैं कि 3-- ९/2 एक 
परिमेंय संख्या है। हम इसे, तदाहरणार्थ, + से ब्यक्त करते हैं । 
तेथ, हु स्व जै+-+ ठ 
मर्थात्‌, न 3 > 3 -- * 

परच्तु 2 -- + परिमेय संख्या है । (क्यों?) 
जिससे यह निष्कर्ष सिकलता है कि ५/7 भी परिमेय संख्या है | परन्तु, निश्चय ही यह असत्य है । ] 
इस प्रकार हमें अपनी ही कल्पना का बिरोघ प्राप्त हो गया । 
अत: 3-- ९2 अपरियमेय है । 

उदाहरण 2: सिद्ध कीजिए &/2 -- «/5 अपरिमय है। 


हल: हम कल्पना करते हैँ कि ५/5-- 4/3 परिमेय संख्या है। हंस इसे, उदाहरणाथें, / रे 
व्यक्त करते हैं । 








तब, ४ 7 ह्ल शत्र-- ता 
अत्त; #बन्ठ नी 296. 

! 520 ल्+5ठ पक ५ ह 
प्र्थात्‌, १/ह +5 ठ्ा हे 


86 गणित 
परन्तु अं क 
2 
वस्तुत : यह मसत्य है । 
[पाठक यह सिद्ध करें कि </6 अपरिमेय है । ] 
हम पुनः विरोध की स्थिति में पहुँच गए हैं । 
अत: २/% -+- ५/३3 अपरिमेय है । 





परिमेय है। (क्यों?) जिससे यह निष्कर्ष निकलता है कि 4/6 भी परिमिय है। 


१.9 बहामलबों से प्रपरिभेष संख्यात्षों का सन्तिकटन (3छछाएजांग्राक्षणा ण॑ विक्मांणानं 
पिश॥॥08 #ए 7६शंशबोड) 


अपरिमेप संख्या 4५/2 पर विचार कीजिए । हम जानते हैं'कि [१ -८ | तथा 2* + 4 हैं 
परयोक्षि दी हुई झपरिभेय संख्या का बर्ग 2 है, भ्त: यह स्पष्ट है कि 
४ << (५/27')* < 2 
शर्षात्‌, 4< 2 < 2 
इस प्रकार ५2 ,व तथा 2 के बीच की एक संख्या है। परन्तु यह संख्या ५/2 का एक भ्रपरिष्कृत 
(>प06) सन्निकेटन है । 
ध्राइए, इससे उत्तम सम्निकटल प्राप्त करने का प्रयत्न करें। हम देखते हैं कि 


(.8)? "5 .2 

(.2)8 रू |.44 

(.3)7 #्ूू .69 

(3.4)7 ८ .96 

(.5) #« 2.25 
इस प्रकार, (4.4)* < (५/2 )* < (.5)7 
अर्थात्‌, .4 < ३/४ < ॥.5 ह 
हम पुम: देखते हैं कि 

(.4) > .988] 

(.42)! -+ 2.064 
इस प्रकार, (.4)* < (4/2 )* < (.42)! 
बर्थात : $.4 < 4/2 < .42 


इसी विधि का प्रयोग करते हुए हम संख्या 4५/2 का अधिक उत्तम सस्तिकटन प्राप्त कर सकते हैं । 
इस अकार, 
इजाब < 4१ 5 आा5ह 
[वाब2 < 4/2 < 7.443 
[बाबर] < 4577 < ाबढ2 
442]3 <: ७६१ < .वाबदाब 
.44238 < «/56 < .44236, इत्यादि । 


संह्या-निकाय - 2 


हम देखते हैं कि हम संख्या ५/7-7 के उत्तरोत्तर सन्तिकटतों के दशमलवों-में कोई आधर्ती भाग प्राप्त नहीं करते ह 
हैं। वास्तव में कुछ लेखक, परिभेय संख्या्रों को अरसांत* प्राषतो वध्षमलव के रूप में तथा क्परिभेम संस्थानों को 
पर्तात प्रनांवती (707-7००४77४7६) वद्रामलघ के रूप में परिभाषित करते हैं । 


.0 वास्तविक संखूयाएं (॥२७व॥ ?राण७४) 


परिसेय तथा अपरिसेय संख्याएँ मिलकर बास्तविक संख्याएँ कहलाती हैं। वास्तविक संख्याप्रों में योग, 
व्यवकलन, गुणन तथा विभाजन की संक्रियाएँ संभव हैं। इन संक्रियाओं का गहन विवरण देना इस पुस्तक की 
सीमा के बाहर है। आपको याद होगा कि वास्तविक संख्यान्रों सें योग तथा गुणन को संक्रियांधों के थे सभी 
गुणधर्म (-9) होते हैं जो कि 'प्रनुच्छेव .4 में विए जा चुके हैं। इसके झतिरिक्त वास्तविक संख्याओं में भी 
क्रम-सम्बन्ध/* होता है । त्रिविकल्पता प्रभिगृहीत भी इन संख्याप्रों में सत्य होता है। इनके अतिरिक्त, भवि 
8, 9, ० क्षोई तीन वास्तमिक रंख्याएं हैं श्र 


]. & <$ दशक < ०2टतो॥ < ९ (< की संकासिता) 
2, ॥ < $ तो 9-० < 9-० ; (योज्य गुणघर्म) 
3. # < 9 तथा ९:०0 तो 8८ << 9९ (गुणन गुणथर्म ) 


निश्चित रूप से गृणधर्मं 2 तथा 3 हमें वतातें हैं कि हम किसो झ्समिका शी दिशा में परिवर्तत किए 

बिना उसके दोनों पक्षों में कोई 'ी वास्तविक संख्या जोड़ सकते हैं श्रथवा दोनों पक्षों को क्लिसों भी धतात्मक 
वास्तविक,संख्या से गुणा कर सकते हैं। 

यह सिद्ध करना कि“जब हम किसी ध्रसमिका के दोशों पक्षों को किसी ऋणात्मक वास्तविक संख्या से 

गुणा करते हैं तो श्रसमिका की विशा विपरीत हो जाती है” पाठक के अभ्यासा्थ छोड़ दिया गया है। 





# एक सांत दशमलंव को दशमलव के अन्त में श्न्य लगाकर श्रसांत आवर्ती दशमलव के रूप में भी लिखा जा 
सकता है । उदाहरणाथे। ' 0,25550.2500 


## हम यह दिखाएँगे कि हम दो वास्तविक संख्याज्रों को संख्या रेखा पर लिरूपित करके उनको. तुलता कैसे 
करते हैं। मान लीजिए /+; तथा /; दो वास्तविक संख्याएँ हैं। यदि संख्या (की निरूपित करने वाला बिस्दु 
संख्या #, को निरूपित करने वाले बिन्दु के दाइं ओर है तो हम कहते हैं कि, << 7;,। (देखिए प्राकृति .4) 


॥ 0 (8 ह 
(0-----२३:२२+.३४-:++-+॒-+क 


॥॥ ॥72 0 
(9) 32220 >224020८72%: 25: 


५ 0॥॥ (2 
छा ञह-3लललतीयृौा+त3झ+०+/++६४४०७५४-७४+--२* 


झाहृति .4 


 ]8 


गणित 


संख्या रेखा का प्रत्येक बिन्दु एक वास्तविक संख्या को निरूपित करता है श्र बिलोसतः प्रत्येक 
घास्तविक संख्या को संख्या रेखा के किसी एक बिल्दु से निरूपित किया जा सकता है। साथ ही, किसी परिमेय 
संख्या को श्रसांत आवर्ती दशमभलव के रूप में तथा किसी अपरिभेय संख्या को असांत अनावर्ती दशमलव के 
रूप में व्यक्त किया जा सकता है। क्योंकि परिमेय तथा अपरिमेय संख्याएँ मिलकर वास्तविक संख्याएँ कहलाती 
हैं ,अतः निष्कर्ष निकलता है कि कोई भी वास्तविक संख्या एक भ्रसांत दशमलव के रूप में व्यक्त की जा 


सकती है। 


वास्तविक संख्याओं का एक श्रति महत्वपूर्ण गुणधर्मे है “पूर्णता” (००ऋछाशंशा०५५) जिसका वर्णन हम 


माँ नहीं करेंगे । 


2: 
3. 


8 ४००५० 9 


प्रहनावली .2 


संख्या रेखा पर तिम्न संख्याप्नों का निरूपण करने वाले बिन्दुओं को अंकित कीजिए : 

4 ] 

० हर 

संख्या रेखा पर एक मात्रक दुरी लीजिए तथा संख्याओों 24/2 तथा --2 4/2 का 
निरूपण करने वाले बिन्दुओों को अंकित कीजिए | 


क्या ४20 परिमेय संख्या है ? क्‍या (4८7 -- गा ल परिमेय संख्या है ? 
श् 


-+-+4, 3.5, ध्य्ा 2.7, .9, 


क्या ,0000000000]... भ्रपरिमेय है ? क्‍यों? 

यदि /%, 3 का पूर्णाक गुणज (47०8%० एाएणध0०) हो तो सिद्ध कीजिए कि 9 भी 3 का 
पूर्णाक ग्रुणज होगा । 

[संकेत : यदि », 3 का प्रूर्णाक्र गुणज नहीं है तो यह 3 | - । या 3 £ -|- 2 के रूप. की 
संख्या है जहाँ £ एक पूर्णाक है ।] 

सिद्ध कीजिए कि ५/3 एक-अपरिसमेय संख्या है। 

सिद्ध कीजिए कि ५/67 एक अपरिभेय संख्या है । 

कोई दो ऐसी अपरिमेय संख्याएँ बताइए जिनका अन्तर एक परिमंय संख्या है। 

कोई दो ऐसी अपरिमेय संख्याएँ बताइए जिनका अन्तर एक अपरिमेय संख्या है । 

कोई दो ऐसी अपरिगेय संख्याएँ बताइए जिनका गुणनफल एक परिमेय संख्या है । 

कोई दो ऐसी अ्रपरिमेय संख्याएँ बताहए जिनका गुणनफल एक अपरिमेय संख्या है । 

सिद्ध कीजिए कि संख्याएँ 5५/37 तथा 5-]-५/5 अपरिमेय संब्याएँ हैं । 

सिद्ध कीजिए कि 4५/5 -- «/2 एक अपरिसेय संख्या है । 


44]. मुख्य संकल्पनाएँ (6०४ (४०००७) 


व. 


5. 


6. 


47. 


$] 8, 


संख्या-निकाय ]9 


सिद्ध कोजिए कि द्विषात समीकरण 5१ -- ४ -- 3 5 0 के दोनों मूल (70008) 
झ्रपरिमेय हैं । 


दो संख्याओं 6,556 तथा 6.557 में से कौन सी संख्या ५/45 का उत्तम '(तिकटठतम) 


सन्तिकटन है ? धव्हे 


ऐसी दो संख्याएँ ८ तथा 8 निर्धारित कीजिए कि. ८ < 46" < £ तथा 
#--थ८ < 0.) । + 


ह घपिद्ध कीजिए कि किन्हीं दो वास्तविक संख्यात्रों के बीच हम सदैव एक अन्य वास्तविक 


संख्या प्राप्त कर सकते हैं । 


यदि ०, & तथा ८ वास्तविक संख्याएँ हों और ८ << 9 तथा ८ < 0, तो सिद्ध कीजिए कि 
4८ >> 0८ । 2 





कि संख्याएँ विरोध (श्रसंगति प्रदर्शन) द्वार। उपपत्ति- 
पूर्णांक . प्रतिस्थिति ' 

परिमेय संख्याएँ सांत दशमलब 

अपरिसेय संख्याएँ असांत आदतों दल 

वास्तविक संख्याएँ झरसांत झनावर्तों ददामलव 


सेंघृत गुणघर्म (०5० फ्ाण्ुश३) जिविकल्पता प्रभिगृहीत 
वास्तविक संख्याधों में ऋम-सस्यन्ध | 





.2 प्रग्मिम भ्रध्यमन हेतु सुझाव (5॥ए2९६005 07 #शारश' 7१९००म९) 


परिमेय तथा अपरिमेय संख्याओं के उत्तम.वर्णन के लिए पाठक निम्न पुस्तक का अध्ययत्त करें : 


ए, फाएला 5 फिग्राधाशरड : ऐेडताबों बाते परशाशांगाओं, (॥6 7.. ७. डंएए (१0एक्काए, 
फ८ज् ०7९ (0.5,8.), 96. 


[] 


[2] 


3] 


कुछ उच्चस्तरीय अध्ययन के लिए निम्न पुस्तक है : 
है. (:0फ्थ्वा६ 800 पस्त, ॥000775 : श्े॥४व ६5 सिं&॥९09005 ? 05000 एफ्रपटाआप 26४8, 
ग०्ज् ४07 (0.5.8.),963 * 


एक अन्य पुस्तक, जिसमें केवल परिमेय संख्याओं का वर्णन है, निम्न है 
पार हेडांणाओं 'ित्रछ#ऑं०४३ (छे००ंीश 6), 'चिच्ना।ग78) ए०णाणं) ० "6४णा००४ ० 
्रधिला॥(05, #४४0॥78007 0. 0. (0.5,4.), 964 


- 20 


गणित 
हिन्दू गणितज्ञों के योगदात के अध्ययन हेतु निम्न पुस्तकें हैं : 


[4). 0.४, झगगरर्रडंथाहइद्म' ; ॥॥6 पांडकर ण ालंजा। वातेका शिन्वाशयान्वांए5, [॥6 ००० 


5] 


[6] 


. [7] 


एरएशआऔए श९5४ ?एश, 7.0,, 0४०४४ (7708), 967. 
8. 8, एश्रा३ थाव 6, , आाड॥: सींडा०ड रण प्रात फैब्राशाबरांट5, १05- 7 
270 4॥, 388 एगण॥5॥॥8 ०00४७, 80700ए (070॥9), 962- 


संस्कृति के विकास के साथ-साथ संख्या की संकल्पना के विकास के सुन्दर विवरण के लिए निम्न 
पुस्तक है 

२. १.. ज्ञात: फरणराणा ण शराशाबंट्यों (००0७७: वा शिक्षाशांत्रा॥ शए११, 
ग7०णा॥१ शञ|6ए ७00 80॥5 ]0., िषज़ ४०7 (ए.8.3.), 968, 


। गणित के इतिहास की एक महत्वपूर्ण पुस्तक तिम्न है : 


79, 8, धगााव ; प्रांडाणए' गण भन्राशाबां28, ४08, ॥! 370 प्‌, 07॥ 0॥॥0 ("०7ए०का५०, 
80807 (0.8, 8,), 923 ॥॥0 925 


एकक वा 


सम्मिश्र संख्याएँ 


वास्तविक संडुयाओ्रों के निकाय का सम्मिश्र संल्याप्रों में विस्तार किया गया है 
भौर सम्मिअ संख्याग्रों के बीजगणित का विकास किया गया है 


2.। भूमिका 


एकक | में हमने प्राकृत संख्याओं का वास्तविक संख्याप्रों में विस्तार किया था। वैकल्पिक रूप से 
सभी समीकरणों को हल करने की आकांक्षा का प्रयोग विभिन्‍न संख्या निकायों के विकास के अभिप्रेरण के लिए 
भी किया जा सकता है। उदाहरणाथं, समीकरण ४--25-2 या व्यापक रूप से समीकरण --855४ का हल 
प्राकृत संख्याओं के समुच्चय में प्राप्त. करने पर विचार कीजिए । स्पष्ट रूप से, ऐसी कोई प्राकृत संख्या « नहीं 
है जिसे 2 में जोड़ने से हमें संख्या 2 प्राप्त हो। अतः हमें प्राकृत संख्या-निकाय का पूर्ण संख्याभों (४॥06 
एणणा0०/) में विस्तार करने को प्रावश्यकता हैं । 

अब समीकरण ४--[5-7 अथवा व्यापक रूप से समीकरण ४--०८०4 (८.4) के पर संख्याप्रों में 
हल करने के बारे में श्राप क्या सोषते हैं? पुनः पूर्ण संख्याओं में इस का हल प्राप्स नहीं हो सकता। अतः हमें 
पूर्ण संख्याक्नों के निकाय का पूर्णाकों में विस्तार करते की आवद्यकता है । 

.... अब, उदाहरणायं, 55०४3 जैसे समीकरणों के हल की आकांक्षा से संख्या-निकाय को परिमेय संख्याभों 

में विस्तार करने की. अभिप्रेरणा प्राप्त होती है। | 

पुनः यदि हम वास्तविक संरुयाओं को भी सम्मिलित कर लें तो एक द्विधात समीकरण, उदाहरणापे, - 
अस्य3 का हुल भी सम्भव है। 

प्रत्त में, आपको याद होगा कि वास्तविक संस्याएं भी कुछ द्विघात समीकरणों, उदाहरणा्थ, //>#--4 
अर्थात्‌ ऐसे. द्विषात समीकरण जिलमें विधिक्तकर (08८7777870) ऋणात्मक है, के इल प्राप्त करने में 
भपर्याप्त हैं। हू हि, १२2) 

यद्ञपि यूनान के लोगों ते यह जान लिया था कि वास्तविक संल्याप्रों में ऋणात्मक संख्याप्रों का वर्गेभूल 
नहीं होता, तथापि जैन गणितज्ञ सहाधोर ने सर्वप्रथम स्पष्ट रुप से यह कठिनता व्यक्त की थी। 850 ई० 
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: लिखी गई अपनी कृति गणित सार संग्रह में उन्होंने कहा है कि “जैसा कि स्वाभाविक है कि कोई ऋणात्मक _ 
राक्षिएक वर्ग नहीं होती अतः ऐसी राशि का वर्गंघूल भी नहीं हो सकता” । एक अन्य हिन्दू गणितज्ञ भास्कर ने 
भी ]50 ई० में रचित भ्रपती कृति बीजगणित में लिखा है कि “किसी ऋणात्मक राशि का वर्गमूल नहीं होता 
क्योंकि यह एक वर्ग नहीं होती'' 

न्‍ इस प्रकार हमें वास्तविक संख्याओों के निकाय का एक.ऐसे निकाय में विस्तार करते की आवश्यकता 
है जिसमें ऋणात्मक संख्याओं के भी वर्गमूल सम्मिलित हों तथा जिसमें सभी सामान्य संक्रियाएँ तथा उनके 
गुणधर्म सत्य हों । 


23.2 वास्तविक संख्याष्रों से सम्भिभ संख्याश्रों की हझोर 


हसने देखा है कि ऋणात्सक संण्याज्रों के वास्तविक. वर्गमूल नहीं. होते। प्रतः हस बास्तथिक संख्याक्रों 
के निकाय का एक ऐसे निकाय सें दिस्तार करना चाहते हैं जिसमें हम ऋणात्मक संख्याश्रों के वर्गमूलों को भो 
शाह कर सके । 

विशिष्ट रूप से संख्या --! का कोई वर्गमूल नहीं है। हम 4/--] को एक नई संझया के संकेत के 
रूप में सम्मिलित करते हैं जिसे हम ; से भी व्यक्त करेंगे । 

अ्रव एक ऐसे संख्या-निकाय पर विचार कीजिए जिससें वारतविक संख्याएँ तथा संरथा | सम्मिलित हों। 
: आइए, इस निकाय में संख्या ) का स्वयं से गुणन निम्त रूप से परिभाषित करें 

कफ, #ि रू 
या। 4.4 बहू ++] 
या, जलन! 
" अब, संरुया --] का वर्गेमूल | है। (हम 4/--. को --7 का बर्गंमूल पढ़ते हैं।) संख्या ५/--] के लिए 

यह संकेत | सर्वप्रथम स्विटधारलेंड के गणितज्ञ लियोनार्ड झॉयलर (4707-783) ते 748 ई० में दिया था। 

अन्त में, हम इस तये निकाय का विस्तार इस प्रकार करते हैं कि इसमें प्रन्य वो प्रकार की संख्याएं 
सम्मिलित हों भ्र्थात्‌ एक 3१ जो. संख्यात्रों » तथा | का गुणतफल है तथा दूसरी (४-७) जो दो संख्याझों ४. 
तथा ह का योग है, जहाँ ४ तथा # वास्तविक संख्याएँ हैं। इस संख्या-निकाय को हम (: से व्यक्त 
करते हैं। दूसरे शब्दों में, ( में सभी संख्याएँ (४--)४) सम्मिलित हैं, जहाँ 5 तथा 9 वास्तविक संख्याएँ हैं। 
संख्या (४-+-») सम्सिश्न संख्या (००एछा०5४ प्रणाणश) कहलाती है। संख्याएँ 3-- 5, १ 


तथा---_- +- 7 सभी सस्मिश्र संख्याओं के उदाहरण हैं। हम संख्या (:--70) को वास्तविक संख्या 5 तथा 


संख्या (0-[-9) को संख्या ह ही समभते हैं। संख्या > सम्मिश्न संख्या (£--») का वास्तविक भाग 
(०आं एश7) पैथा संख्या 9 काल्पनिक भाग (राभष्ठाआशक कुश)े कहलाता है। उदाहरणार्थं, संख्या 3 सम्मिश्र 


संख्या 3--57 का वास्तविक भाग है तथा संख्या 5 काल्पनिक भाग है। इसी प्रकार संश्या--तः सम्मिश्न 


५ || है हा 
संख्या---27 + / का वास्तविक भ्यग है तथा संख्या ]. क्राल्पतिक भाग है, इत्यादि | पुनः यदि / 0 हो, तो 
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संख्या (४--)४) एक श्रवास्तविक सम्सिश्र संस्या (॥00-788) ९००४ एएग/श) कहलाती है* । संख्याएँ [20 4 


3 .॥7 श््याश्रो 
५3% ऋष प्रवास्तविक सम्मिश्र संख्याप्रों के उदाहरण हैं। यदि ५--0 तथा ४७50 हो तो संख्या (४-|-3४) 


४ ३ 3 
विशुद्ध काल्पनिक संख्या ([प्रा० वा॥ब्रष्टातबाफ गणयंश) कहलाती है। संख्याएँ 4, 0--5 तथा “7, इत्यादि 


था) ्ः 
विशुद्ध काल्पनिक संख्याओं के उदाहरण हैं। हम देखते हैं कि गवास्तविक सम्मिश्र संख्याओं में विशुद्ध 
काल्पनिक संख्याएँ भी सम्मिलित हैं। पुनः सस्मिश्न संख्याओ्रों के निकाय में वास्तविक संख्याप्रों का निकाय भी 
सम्मिलित है। 

637 ई० में अपनी सुप्रसिद्ध कृति “ला ज्योसैटरि ” (ज्यासिती) में “7०४| (वस्तविक)” तथा 
'पृगा087079 (काल्पनिक)” नाम देने का श्रेय फ्रांसीसी गणितज्ञ रेने-दकार्त (596-650) को है। ॥7 वीं तथा 
[8वीं शताब्दी के अधिकतर गणिनज्न संख्या ८ -- 84/:-] को एक काल्पतिक राशि कहते रहे । प्रतिभाशाली 
ज़मेत गणितज्ञ काले फ्रेंडरिक गौस (777-855) ने 832 ई० में संख्याओं ४4५/--] तथा 6 -- 84/-- को 
भिन्‍न ताम दिए। उत्होंने संख्या ८ +- #9९/--] को “७०70० ग्रष्ाठा (सम्मिश्र संख्या)” कहा तथा यही 
नाम तब्र से प्रयुवत होता आया है। 

]7 वीं शताब्दी के गणिनज्ञ संख्याओं, .उदाहरणार्थ, 7. --3॥, 2 -+- 5, इत्यादि को कोई व्यावहारिक 
अथे नहीं दे सके । इन संख्याग्रों से वे अद्यान्त हुए तथा इन्हें "अविश्वसनीय” समझा गया। सम्भवत: 
इन्हीं कारणों से इन संख्याओं को काल्पनिक कहा गया और दुर्भाग्यवश यही सिथ्या' नाम आज तक चलता 
आया है । | 

हम कहते हैं कि दो सम्मिञ्र संख्याएँ तभी तथा केवल तभी समान होती हैं यदि उतके वास्तविक भाग 
तथा काल्पनिक भाग परस्पर समान हों। दूसरे शब्दों में, यदि ॥--७ तथा ८--०१| सम्सिभ्र संख्याएँ हैं तो 
8-४ नर९--ऐ ं तभी, तथा केवल तभी होगा जबकि ॥८८९ तथा ४७--पं हो । 

आइए कुछ उदाहरण लें । 

उबाहरण 4: यदि धन-७ 55 2--3 तो 

4लन2तथा.३55--३3 होगा। | 
डवाहरण 2: यदि संख्याएँ 2: +- 3.97 तथा 2 -|- 9 एक ही सम्मिश्र संख्या निरूपित करती हों तो 

» तथा 9 ज्ञात कीजिए । । ह 

हुलः हम. तथा 5 ज्ञात करना चाहते हैं ताकि 

25-39 5 2-+-9 हो । 
दो सम्मिश्र संख्याओं की समता की परिभाषा से हम निम्न प्राप्त करते हैं 
2४ #|ू 2, अत: >&ब्नऋ] 
तथा 3 $ 5 9, अत: $च्न 3 


$ यद्यपि कुछ लेखक ऐसी संख्या को काल्पनिक संख्या कहते हैं परन्तु हम इसी शब्द के प्रयोग को प्राथमिकता देंगे। 


24 गणित 
प्रधगायली 2.] 


निम्नलिखित सम्समिश्र संख्याधों के वास्तविक तथा काल्पनिक भाग लिखिए: 


तर 
). 7+ 8 व कि 
3. (--5)7 + 3 4. 0+7%7 
| . 5, /ह+0 6. 2+ ४5१7 
» तथा » का सान ज्ञात कीजिए, यदि 


7, 3< न (2४ “5 »)४ #न 6 ++ 3 
व 8. (39-52) + ($ -- %0) *२ 0 
9, ऋनाीआनचाओं 


3 ननलक सरल 
0. (हज *--2) + 5/४3 ४9 रू (७2 
[ ] 2 
3 7 30374 


2.3 सम्मिश संल्याधों का ज्याधितोीष निरूपण (6०0शला्यों एक्ाश्षशाशांणा 
... (०ए्रफोथ्ड छछफ्रेश४) 


किसी सम्मिश्र संख्या £ -- ४ का ज्यामितीय निरूपण करने के लिए हम "0५ तल (.शा0०' में 
एक समकोणीय श्रक्ष पद्धति (0८शिाहइप्रोक्च' एशशंशा। ॥।॒ ह 
25855) 05 तथा 0९ लेते हैं। तल का कोई बिन्दु 
' अद्वितीय रूप से (प्रांवु०५) निर्धारित किया जा सकता 
है यदि हमें उस बिन्दु का /-निर्देशांक (#-000०:70॥8०) 
अर्थात्‌ भुध्ध (#80889७),  उदाहरणार्य, « तथा 
॥“निर्देशांक' (५-200060946) अर्थात्‌ _क्ोदि (०७४४६७) , 
उदाहूरणार्थ, » ज्ञात हो। दूसरे शब्दों में, यदि हमें 
बास्तविक संख्याओं का ऋणमित्त-पयुप्ण (०पलव्त एश) 
(>, )) शात है तो बिन्दु अद्वितीय रूप से निर्धारित किया 
जा सकता है। विलोमत: तल के प्रत्येक बिन्दु ?? के 
तदनुझुपी वास्तविक संख्याओों का एक अद्वितीय कर्मित रे 
सुगम (५, 9) प्राप्त किया जा सकता है। ह ह : झ्राइति 2. 
, इस प्रकार हम देखते हैं कि वास्तविके संख्याज्रों | 
. के एक ऋभित-पुर्स “5, 5) द्वारा. सम्मिश् संख्या (४-)-७) ग्रद्चितीय रूप से निर्धारित को जा सकतो है। अत 


8 
? (४,५४१) 
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प्रत्येक सम्सिश्न संख्या (४-- 97)... तल 7709 के एक अद्वितीय बन्द, 9 (», >) से निरूपित की जा सकती है । 
(देखिए आकृति 2.]) स्पष्ट रूप से, संख्याप्नों (5४-- 0) फे तवतुरूपो बिन्दु >-परक्ष पर तथा संस्यामों 
(0 -- 9) के सबसुरूपी बिस्दु ;-ध्रक्ष पर होंगे। जब हम स्म्मिश्न संक्याओं का निरुषण एक &तल में करते 
हैं तो हम इस तल को कभी-कभी ससम्मिश तल" (००५छा०5 ए&6) कहते हैं । 

प्रामः एक सम्मिश् संख्या को 2 से व्यक्त किया जाता है। इसे हम 2:-४--)४ लिखते हैं। दूरी 0 7 
को सस्मिश्र संक््यां (४--27) का सापांक (ज्ञा०वए)४४) कहा जाता है जिसे प्राय:| 2 | से व्यक्त किया जातः है । 
स्पष्ट रूप से, । 
री [७ | १ %आऋिपका | 

संख्या ५/57-फं के लिए “माहयुलस' नाम सन्‌ 82 में महान फ्रांसीसी गणितज्ञ प्रागस्दीन-लुश्॒स 
क्षोझी (789-857) ने दिया था। यह जानना अत्यन्त रुचिकर है कि यद्यपि कोशी मे विद्यालय में इंजीनियरी 
का अध्ययन किया था तथापि उन्होंने अपना जीवन गणित को ही समपित किया । उन्होंने गणित पर प्रचुर मात्रा 
में लिखा और उसकी विभिन्‍्त शाखाओं में 700 से अधिक निबन्ध प्रकाशित किए । 

किसी सबम्मिश्र संख्या के तल में ज्यामितीय, मिरूपण के विषय में कछ कार्य ब्रिटिश गणितश 
जॉल वालिस (7646-703) ते भी किया ! परन्तु वस्तुत: जमेन गणितज्ञ मौस मे 83] ई० में सम्मिश्न संख्या 
(& + 2) को (सम्मिअ) तल के एक बिन्दु से विरूपित किया। वास्तव में उन्होंने सम्मिश्र संख्याओं के 
योग तथा गुणन का ज्यासितीय रूप से भी वेण॑न् किया । 

आकृति 2.2 में हम निम्न संख्याओं को आलेखित (90/) करते हैं: 

2+5 3, “5 + 2, >-4 --+॥ं 


3 
[«*> 378, ्र् “८5 न फं 


>> दा ४9 ल्‍न्‍थ का 
फन- के 4 


_> 
हि 
थे 


#न्5%फ्ी ) 
जो >है+04 । + है 
&-4+--#-++-३+---+-७+४//#६६३६/:६३ शत 5 4 जग पक जा ७३ >> 4 
॥। 


की + हक ही हे 55 तत्व हनी बके 9 


>ठ+ ज+ड 


गणित 


प्रडनावली 2.2 


ह निम्नलिखित सम्मिश्र संख्याओं को. तल में निरूपित कीजिए : 
(. कश॑.....* 2, --9-+-३४ 


3, चक्र के बना 
5. 0-77 6, शा 
४ दूत .8, 0-+-0 
9 । 0, 7 

वे सम्मिश्न संस्याएँ लिखिए जो. तल में निम्नलिखित दिल्हुओं से निरूपित होती हैं: 
[!, (0.2) |. 2, (]/--2 
83. (2.5) 4.  (3,0) 

' | 

5. (4,--] 6. (५ - 

(4,--) ठ' “5 


]7. वया सम्मिश्न॒ तल के कोई दो भिन्‍त बिन्दु किसी एक ही हम्मिश्व संख्या को तिरुपित 
कर सकते हैं? सकारण उत्तर दीजिए । 


2.4 सब्मिश्र संख्यात्रों का बीजगणित (ए०08 ० (५#फ९६ रप्ाएश$) 


प्रव हम सस्मिश्र संख्याओं को जोड़ता, धटाना, गुणन तथा भाग करना सीखेंगे । शोग झौर व्यत्रकलन के 
- लिए हम सम्मि्र संख्याश्रों को में बहुपद (90370 7४५) मार सकते हैं। भ्ाइए, देखें कैसे । 





2.4. योग जलकर 
मात लीजिए हम 2-3 तथा 5--7 को जोड़ना चाहते हैं | यदि हम इल्हें. द समझें तो हमें 
निम्न प्राप्त होता है 8 0 दी 
(2++)+(5+%) न 7+ण थ्नीअं 
हम उपयुक्त को सस्मिण संख्याप्रों का योग परिभाषित करने कै लिए _7/ 
प्रप्तिप्रेरण के रूप में प्रयोग दारते हैं। प+09 


यवि 2; >+०- ४४ तथा 2:75८---८/ सस्मिथ्ष संदयाएँ हों तो 2: तथा 2; के 
योग दो; (८--८)+- (१-८) ४ से परिभाषित करते हैं। हम इस जोग को 2:--:% से श्यक्त करते हैं तथा इसे 
. इस प्रकार लिखते हैं 
शारज-खआरत (4-न-०)+-(७-+- 4) 





सम्मिथ्व॒ संस्याएँ का 2 

हम देखते हैं कि ५-४ 55(५--७) -+- (0-+-») है। इस प्रकार यह वास्तविक संख्या हू तथा 
काल्पनिक संख्या | का योग है । 
आइए कुछ उदाहरण लें ।. 
उदाहरण 4: (3--%) तथा (--2--57) का योग ज्ञात कीजिए । 
हल: (3+#) + (-2+आ) १(3--2)+[(4+ 5४ 
नल न9ओं 

उदाहरण 2: ४४ तथा ध्ज 47 की योग ज्ञात कीजिए । 


हल : हम --2४ को 0--2/ के रूप में लिख सकते हैं । 


इस प्रकार, (0 --2) +- दर के च(९द)क्‍५02-% 
अल -+ 6 


“यह सिद्ध करता सरल है कि सम्मिञ्र संख्याप्रों का योग क्रम-विनिभेय होता ४१ "र्योंकि यदि 
डान्स4+-& तथा 2;-5८--४ सम्मिश्र संख्याएँ हैं, तो 
डा भू- 28 नम (4 + ८/ + (8 + व) 
डब् न- 23 सर (2 + 4) +- ४ + ह7४ 
परन्तु हम जानते हैं कि वास्तविक संख्याओं का योग कम-विनिभेय होता है । इस प्रकार, ०4-८ज-+०+८ - 
' तथा ४-० ०--७ । इससे सिद्ध होता है कि सम्मिश्न संख्याों का योग क्रम-विनिभेय होता है । 

यह सिद्ध करता कि सम्सिश्न संख्याक्रों का योग सहचारी होता है, पाठक के अस्यासा्थ छोड़ दिया 

' गया है। ः 
अ्रवज॒ हम एक उदाहरण लेते हैं । 


तथा 


|. ७8. 3. 5 न्‍ 
उवाहरण 3: हु दि पद कि कक आाडआ 253। योग ज्ञात कौजिए। 


हल : हम योग के साहचर्य नियम का प्रयोग करते हैं। 


.इस प्रकार, अभीष्ट बोगर्ल्ल (नर दर ) (० ) लत! ) 
ही आम मे 


स्पष्ट रूप से, 0-50--0। योज्य ततःग7ः है | क्योंकि, यदि (4--6७४) एक सम्मिश्र संख्या है गो 
(4-8) +-+ (५+-७०४/ 5 (८+-९४) 


-2,.4.2 ,व्यवकलन 


मान लीजिए, हम (3---2/) को (5-7) में से घटाना चाहते हैं । यदि हम इन संझ्याओं को ; में 
बहुपद समझे तो आपको याद होगा कि हमें 3--27 के चिन्ह बदलकर फिर योग करना चाहिए । गत; 


. 28: 5 गणित 


(5-०7) ++ (3--भं) ७ (5-3) + ६ई--7+2)7 
बन 2-5 
हम उपर्युक्त को सम्मिध्य संख्याों का व्यक्षकलन परिभाषित करने के लिए अभिप्रेरण 
के रूप में प्रयोग करते हैं । 
यदि 2;:58-- ४9 तथा 2४--८--०े दो सम्मिञ्र संख्याएँ हों तो 2 को ४; में से 
घटाने का तात्पर्य है :४-- (--2०) आप्त करना, जहाँ (--४9॥) इस प्रकार की. सम्मिभ 
शंश्या है कि के (-श3) _+ 0-+-भं। 
(---७) संख्या 29 का योज्य प्रतिलोम कहलाता है तया इसे 2६ के चिन्ह बदलकर प्राप्त किया जाता 
है। हम 27---2७ की इस प्रकार लिखते हैं 
। शी शकनसक्ा नै (०००४) क्* (8---०) +- (9-9) | 
भाइए कुछ ४. ३ *ह लें । 
४० «5०३३ (---३--%) का योज्य प्रतिलोम ज्ञात कीजिए । 
अंजू :.. वादे 23०७---१--4ं तो योज्य प्रतिलोम (>--४,)५ 
28 के लिए£ ««४+ ५ प्राप्त किया जा सकता है । 
इस प्रकार , फ) आय 3०«मीं 
प्हुरण 2: (--३---7) को (3--6/) में से घटाइए । 
हुल; (3--6)-“- (5-7) हू 8+-7 | । 
हम देखते हैं वि सम्सिश्ष संख्यात्रों का तिकाय गोग तथा व्यवकलत की संक्तियाश्रों 
के लिए संबुत होता है। इसी भ्रनुच्छेद भें कहीं और हम देखेंगे कि यह निकाय गुणन : 
तथा विभाजन को संक्रियाप्नों के लिए भी संबृत है । 








प्रश्धादली 2.3 


' निम्नलिखित संक्रियाएँ कीजिए तथा परिणाम को > -- » के रूप में लिखिए : 
, (३3-29) + (-6४-+-आ) 


है| 5 
(द+5 7) - (++ 5) 
(7-2) + (3-+-थ) +- (7+») 
+[+] +४) न- 4-5 
(४/३3 >अ) +न /४3-(-२-- 7) 
(--7) -- (---- ७) 


9 छा फेज हर 


. सस्मिथ्र संस्माएँ हर 
व. (-2)-7 + (+--४)-» + (४+. 3) 
8. सिद्ध कीजिए कि सस्मिञश्य संश्याक्रों का थोग. सहारी होता है। इुसरे शब्दों में, जनि 
29 53 तथा 28 सस्सिश्न संख्याएँ हैं तो 
दा ्नः (25 नै 2३) घ्न्स (27 न 29) न 7. ॥ 


9. एक उदाहरण द्वारा दिखाइए कि सम्सिओ्र संस्याक्तों का ब्यक्षकलत जाल्-बिलिसेश नहीँ होता। 
0. सिद्ध कीजिए कि |[2| ऋ** |-४2| 


2.4.3. प्रुणन 


सान लीजिए कि हँम 255(-3 +- 5) तथा 2355 (3 -- 6) का गुणन कश्ला चाहते हैं। पुनः, 

यदि हुम इन्हें । में इस गुणघर्स के साथ बहुपद मानें कि हम गुणमफल में 7 को -- ले प्रसिस्थापित कर 
सफते हैं, तो हम निम्न प्राप्त करते हैं: ४ 5 
खि चड मम --9 न 33 --30* बर्एआ 2 





| 


परन्तु शन्‍्ऋ--] ४ | 3-७9 ढ़ 

अत: ,2 आनन -9 32-30 : --9 -+- ॥5 

सा, 23 «8 #| 2 + 33 नी (0 -- 30 
पुन: हम उपयुक्त को सस्सिश्न संख्याओों का गुणन परिभाषित करने | --9-+ 33 --300 


के लिए अभिप्रेरण के रूप में अयोग करते हैं । 


यदि 2। तन 2 --!श तथा 22 5२ ८ | ता सस्मिश संण्याएँ हों,सो 2: तथा 2 के गुणनफल को 
(20--४व) -- (आत -- #८)] से परिभाषित करते हैं। इस गूजनफल को 2.2 (झ्थबा फेघल 2 2५) 
से व्यक्त करते हैं था इसे सिम्त प्रकार से लिखते हैं हिल 


डा थक तन (20-- कहे) न (बव |्कट)।... ५ ह् हे 
$ हे । 
हम देखते हैं कि आ 55 (9-+- ७) (0+ 7) है और 
इस प्रकार यह बास्तविक संख्या ७ तथा काल्‍्पनिक संख्या? का 80 न॑+ 80/ 
गुणनफल है । & [ नी एस नै- एता 
अब हम कुछ उदाइरण लेते हैं । | (४० --50) + (24-+- एले। 


उदाहरण 4: 3-4 को 4-- 5 से गुणा कीजिए । . ' 
हल; (3 -+ 4) (4+5) 5 2 +-5/ +67 -+- 20७१ 
नब्--8 +- 30 डर 
उदाहरण 2: (2 -- // 57)* को सरल कीजिए । 
हल: (2+ %/57)" ० 4+2 (2) (५८३57) +॥* 
.. न्ू4+--3+4%353॥ " 
. व | न 4९/57 





30 ह . गणित 
टिप्पणी: यह सरलता से देखा जा सकता है कि 
| -थि[३) ८ू -- 
(7?) (7) ««। 
«६ (४) () +०। द 
7" «« (7५) (#१) २ --], इत्यादि । 
हम देखते हैं कि किसी घनात्मक पूर्णाक £ के लिए /* का सात या तो -- या --। या / या--। होता 
है। हम # के किसी बड़े मान के लिंए, /* का मात उप्ते /? (या उसकी घात) तथा ; के गुणा के शपथ में व्यक्त 
. करके सुगमतां से निकाल सकते हैं। उदाहरणाथ॑, 
घ्प्ल ही, है ५०० (7 ) १ हे (--) प्रदस्य ना 
8 >« (4) 8 >्ू -- | 
[६८८ (२१ -« ] 
7 (2) ४ ( ) म््पोँ 
| अब हम यहू दिखाते हैँ कि सम्सिश्व संख्याप्रों का गुणन क्रमवितिमेय होता है। क्योंकि, यदि 
2 न्‍| ०-- ४ तथा 2; 5 ८--4 दो सम्मिभ्र संख्याएँ हों, तो 
थ ख क्त (4र्न-/) (८-+-व) क्ूू (००-४०) + (४६--४८) । 
तथा 8 2 *+ (ट+47) (८+0७) ७ (००-०0) + (४४--०७) । 
परन्तु ८, 8, ८ तेथा 4 वास्तविक संझ्याएँ हैं, 
ब्रत: 40--8६॑ २८ ८६-- 0 
तथा ८4+-896 55 ८८--९९७ 
इससे सिद्ध होता है कि सम्सिश्न संझयाओं का गुणणन क्मवितनिभेय होता हैं। इस प्रकार, हम ४ को $9 
सी लिछ सकते हैं। 
यह सिद्ध करना कि सस्सि्ष संख्याभ्रों का गुणन सहधारी होता है, पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ दिया है। 
अब हम एक उदाहरण लेते हैं । 
डबाहुरण 3: (2--7)” को सरल कीजिए ।: 
हल: (2+-7 55 20 +- 3(2)77 +3(27+/ / 
सन है नी ॥27 नी 67 + 7 
 ब्ू है + !27-6- (7) 
-च्य्2्+ ; 
स्परढं | से, --0! (प्र्यात्‌ )) गुणनात्मक तत्समक है, क्योंकि यदि ४+ | एक सस्सिश्न संख्या है, तो 
(८+९) (0-00) कू बरक॑श 
यह सिद्ध करना भी पाठक के भभ्यासार्थ छोड़ दिया गया है कि सस्मिश्र संख्याप्तों का गुणन योग पर 
वितरभात्मक (4ाड।ताशा7०) है । इूसरे शब्दों में, यदि 20, 28 हूथा 2६ सम्मिभ संख्याएँ हैं, तो 
28 (2र्न-ड) सन था शा ड0 28 


सम्मिञ्व संख्याएँ हा 
2.4.4.. ऋणात्मक वास्तविक संल्याझों के वर्गमूल (506 प्रे००५ ० ]२९४७४१९ २९७5) 


आपको याद होगा कि हमने अनुझछेद 2,2. में संझ्या / की स्वयं से गुणा की परिभाषा ईहसऋ “«] के 
रूप में की थी जौर हमने कहा था कि --] का वर्गभूल । होता है । 
अब, (--!) (--/) के बारे में आप क्या सोचते हैं ? गरृुणत की परिभाषा के अनुसार 
(--४) (--४) हू 0+ सच + 
इस प्रकार, ---| भी संक््या --! का वर्गमूल है । 
अत: हम इस निश्कषे पर पहुंचते हैं कि संक्या --7 के दो वर्गमूल | तथा --] हैं । 
आइए, अब हम एक धनात्मक संरूुपा 2? पर विज्ञार करें। हम देखते हैँ कि 
- (%४ )! «७४9  --९? ह (॥) 
तथा (-| %/9)8 «+ ए न|त-ए ' । (2) 
इस प्रकार एक ऋणात्मक संझया --? के दो वरगमूल, 4/97 तथा --%/ए हैं। यह तष्य 
. कि केबल यहो दो बर्गमूल हैं पाद टिप्पणी+* ([00६ 00/6) में सिद्ध किया गया है । 
सदि 7:>0, तो ऋणांत्मक संख्या -““-? के दो घर्गमूल | ५/9 तथा -- ९/£ होते हैं। कभी-कभी 
हम इ्हें संगुक्त रूप से ०: ५/9 लिखते हैं। विशिष्ट रूप से सं्या -- के दो बर्गेभूल, न तैया “४ 
झषदा (संयुक्त रुप में लिखने पर) --। हैं । पुनः भागे हम केवल 4/ ए को ही (--?) छा वर्गमूल कहेंगे तथा 
पते इस प्रकार पढ़ेंगे : “५/-ए प्र्धात्‌ ।५/ए संख्या (--?) का बर्गमूल है”, दूसरे शब्दों में, जब कभो 
भी हमारे सामने संकेत 4५/-ए झाए हमें उसके स्थात पर 74/ए9 लिल लेता चाहिए। 





$# मान लीजिए --? का एक बरगगंमूल 2-8४ है। तब परिभाषा से, 


. (४+-/)१ 55 -- ९ । 
घर्षातू, 0४--240--8 -5 --? () 
() से हमें निम्न प्राप्त होता है : न 

ह 6 -- 86 ४ ++ 7 
लैब आप (2) 


, चूकि 220 # 0 है अत: या तो ८ ७5 0 या 6-5 0 या दोनों 0 के बराबर होंगे। यहू स्पष्ट है कि ८ और 
# दोनों एक साथ शून्य नहीं हो सकते । 

यदि 8 550 तो 4१ 55-८7? जो कि संभव नहीं है। (क्यों?) ह | 

. इस प्रकार, & शून्य नहीं हो सकता 

यदि ८ 5 0 तो --९ 5८ --? 

अर्थात्‌ 9 +८5 + ९ हर | | 

इस 0+ %/ए [ बर्षात्‌ + &/ए7, --? के दो वर्गमूल हैं। यह तथ्य कि केषल पही दो गर्म 
“हैं, इससें स्पष्ट है कि (2) का कोई अन्य हल नहीं है। . 
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आइए कुछ उदाहरण लें। _ 
उवाहरण 4: निम्बलिखित संख्याओं के वर्गमूल ज्ञात कीजिए । 


(क)--३४6 (ब)--36 


हल: " 
(के) -- 36 के वरगमूल | 4/--56 + + 6 हैं। 


(ण) के वर्गमूल -- ९१/-३+< हैं । 


डवाहुरण 2: 4/-35 4</-टाटों का मान ज्ञात कीजिए । 
हुल; १/-)9 “+7५/57 
जग च्य भर 
इस प्रकार, १/--9 4/-2[5<+५/ 9 «/2] जय 4/7089 २ --33 
हिप्पणी : उपरोक्त गुणा में करणियों (780708/5) के अन्दर की संझ्याझों का गुणत करता तथा फिर 
वर्गमूल निकातता गलत होगा | भ्राइए देखें कि ऐसा करने पर क्या होगा। इस प्रकार हम निम्न प्राप्त.करेंगे : 
* 4/>७ १/--42] ४८ १ (--9)(--72!) %/085 -+३३3 
जो वस्तुतः सही उत्तर नहीं है। हमने कहाँ गलती की ? हमने नियम 4५/॥ 4/४० *९/#%& का 
प्रयोग गलत रूप से किया | यह नियम तभी श्रौर केवल तभी सत्य होता है जब ८ तथा 8 में से कम से कम एक 
धनात्मक्‌ भ्रथवा शन्‍्य हो । 
अतः इस प्रकार की भ्रामक ल्थिति से बचते के लिए, हम पुनः इस बात पर बल देते हैं कि जब कभी भी 





हमारे सामने चिन्ह ५/-- ए प्राएं हमें उसके स्थान पर / 4/ ए लिख लेना चाहिए । 
उदाहरण 3: 4१/-% रे का मान ज्ञात कीजिए । ह॒ 
प पल के आ पी ५ डि ४ ५० जा वि (2 
हाई हैऔ/ हर -655 है % ९ 57 कै छत 75 
प्रननाबली 2.4 


निम्नलिखित संस्यार्ों को ५ -- 97 के रूप में लिखिए : 


. ख# ह 2, 85 -|- 6" -.. ]277* 
3, ॥४+ (2-- 6) 


] 6 रु 


१7. 


88. 


20. 


22- 
24- 
25. 
26. ॒ 


सम्मिश्र संश्याएँ 


33 
निम्नलिखित संक्रियाएँ कीजिए तथा परिणाम को ८-- 8४ के रूप में लिखिए ह 
(3-7) (3-+- 5) 5... (--5 न 2) (8 -- 7) 
(४/2-- 4/ 37) 7. --2 (57*) 
(-श्+आ) 0-9). * (- १-5) [7++5 % 
(2--5)* ॥. (च्पएडा 
ह $ 
(2--77)* | पु3,. | 3 ++ स् १) 


(४5 +छ) (७5-४२)! 
यदि #7, 2» तथा 2५ सम्सिश्र संख्याएँ हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 
222 (26 79) सतत (क॥ 22) 25 
मर्थात्‌ सम्सिश्र संख्याश्रों' का युणन सहचारी होता है । 
यदि 2; *+ -+आ, या लक न॑- 4 तथा 28 रन 2 -- 3४५ तो जाँच कीजिए कि 
द (28 न 29) कत डप 29 नी था 25 ब 


यवि 25, 29 तथा 23 सम्सिश्व संख्याएँ हैं >तों सिद्ध, कीजिए कि 
& (श8 न छ8) सत- श्् डड नी हू 28 


अर्थात्‌ सम्मिश्र संल्याश्रों का गुणन योग पर विलरणात्मक होता है । 
निम्नलिखित संख्याओं के वर्गमूल शात कीजिए : 





--36 े ः 
यज्ञ 9,. >> बव 
--3] ड '_.-780 
| 2. “उठ5 
मान निकालिए : 


24/-595 7 </-ाहठ 23, -शज ज्क्रि कर 
>छ (2+ %/८७5छ?) । 

जल (ताक) हू . 

यदि 2 एक सम्मिश्र संख्या है, तो सिद्ध कीजिए कि 


[दी चल 
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2.45. सम्मिश्व संख्या का गुणनात्मक प्रतिलोम ((४॥७॥८०४0₹6 ]एशड९ ० ॥ (०0७०६ 
किस ) ह 
. आपको याद होगा कि किसी वास्तविक संख्या # को किश्ली अन्य वास्तविक संख्या 4 (शल्य के अतिरिक्त) 
से भाग करने का प्रथ॑ है / को-ट- से गुणा करना जहाँ प्र संख्या ८ का श्युत्कस अर्थात्‌ गुणनात्मक अतिलोम है | 
' हम दो सम्सिश्न संख्याओं के विभाजन के लिए भी इसी प्रकार की परिभाषा देना चाहेंगे । भुत्‌: आइए, एक 
शून्येतर (१00-2८70) सम्मिश्र संख्या का गुणनात्मक प्रतिलोम, प्राप्त करना सीखें 


मात्र लीलिए, ४ + छा एक शून्येतर सस्मिश्र संख्या है। सम्मिश्र संख्याओं का गुणनार्मक 
तत्समक ! -- 0४ है । 


हम. एक सम्मिश्र संख्या + -+- 9 इस प्रकार की प्राप्त करना चाहते हैं कि 
(+8)(४+»)०]+0 ह () 
समोकरण () को संतुष्ट करने बालों सम्सिश संदया 5 -- ४ को हम शूस्येतर सम्सिश संख्या ४ - ४ का 


गुणनात्मक प्रतिलोम कहते हैं तथा हसे -.. या से व्यक्त करते हैं । 
अब समीकरण (]) तभौ सत्य होगा जबकि 


मा ८। पा । ध) 
तथा 8४--०27४ | ध 
चूँकि ०--8/:£0 है,अतः यह स्पष्ट है कि #-)-/7750 । अतः हम समीकरण (2) को युगपंत समीकरण 
के छुप में हुल कर सकते हैं तथा 5 और .» के निम्त (अद्वितीय) मान प्राप्त करते हैं 


च्र 
फ् म्म #- कि ५ धर] ह | 
[पाठक को भाहिए कि वह यह जाँच करे कि 5 भौर / के में मान वस्तुतः *(() को संतुष्ट करते हैं ।] 
सम हि (-४७) ++ऐ) 
इस प्रकार, फ्रपजा हट अप है 4,. शुल्पेतर 
हम्मिभ संझ्या 2-72! फा गुणनात्मफ प्रतिलोम है । 


बभाइए कुछ उदाहरण लें । 
उदाहरण : 3-2 का गुणनाश्मक प्रतिलोम श्ञात कीजिए । 


(--2) 
हल :  गुणनात्मक प्रतिलोम ब्य्क न दशक 


छदाहूरण 2: 9--!27 का गुणनात्मक प्रतिलोस ज्ञात कौजिए | 
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+ ने (-- 2) 
हल : गुणनास्मक प्रतिलोम क्रफाक ऋा ऋययकीः ु। 
2 है 
अर्थात्‌ यह 
2.4,.6. विभाजत 


अ्रय हम दो सस्सिञ्न संस्याध्रों 2: तथा 2, (2४750) के दिभाजन को फेवल 2 से 2, के गृुणमात्मक 
प्रतिलोभ के थुणन के रूप सें परिभाषित कर सकते हैं। हम इसे इस प्रकार से लिखते हैं 


न+-श भर्थात्‌ -2. ०2] [(--- 
03 है: ऋषा (६ ) 
. अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


उदाहरण : (2-37) -:(--27) शात कीजिए तथा परिणाम को %--)7 के रूप में लिखिए । 
हल : हम पहले -[-27 का गुणनात्मक प्रतिलोम ज्ञात करते हैं । 
हम बेलते हैं कि 
अल जल 2 2 अप 50 ली. 
॥+2ै8. ॥2--2 [३-28 5 


2 
हि 
इस प्रकार, (2-3) -+ (--2 7) #+ (2-3) (ज्- 


रण 
वदआ् 


2 4 3 ४] 
हां आर 
है ! 
कड्भ(ए ड) ु 
४ न में लिखिए । 
अवाहूरण 2: सह कक हक फो ८--57 के रूप ए्‌ 


5-27 े ज्मस्ण _ 
आर हक 5 7 पा पक, ( -३+ए३ा ) ह 
--ध जन 
#-(5-+-27) (उ्फ्क्राा प्मणक्र ') 
॥ 3 
#+(5--27) (-4र हु /) 


नि पप “तप य  “हैएएँ डक 

4 4 ३ चछ 
| ... . $-+-2 रक्षा 5283 -(5१/3+2) ; 
हे + ढा  -+ 4. 
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श्ापकों याद होगा कि किसो धनात्मक पूर्णाफे ४ के लिए + या तो -- यो +-3 भा । या -- होता 
है। यह स्पष्ट है कि किसी ऋणात्मक थू्णाक ४ के लिए. भी + या तो --] या --॥ या। था --। होता है। 
उदाहरणाथे, 


[78 ८ पूछा “पकोबा ब््म पँ 
2.4.7 यद्यपि हमने सम्मिश्न संख्याओं के बीजगणित कौ बात की है तथापि हमने उनके धनात्मक 
प्रथवा ऋणात्मक होने के विषय में कुछ नहीं कहा | हमने ऐसा जान॑बूककर किया है। यह सिद्ध किया जा 
सकता है कि सम्सिश्न संस्थाओं के समुच्चय में क्रम-सम्बन्ध को परिभाषित करना तथा साथ ही क्रम-सम्बन्धों द्वारा ह 
परिचित गुणधर्मों की संतुष्टि (४5/9) कराता असम्भव है। झतः हस एक सम्मिश्ष संझुया के किसी भ्रन्य सस्मिश् 
संक्ष्या से बड़ो श्रथवा छोटी होने के विषय में कुछ नहीं कहते । ' 


2.5 सस्भिण संख्या का संयुप्मी (00एुंए290० ण॑ ॥ 0०छा०६ पाल) 


सस्मिश्न संख्याएईँ 4-0 तथा ॥--0 एक दूसरे के संयुग्गी (००ए४णएब४०४) ' कहलाते हैं इस प्रकार 
8-3 संस्या 8-37 का संयुस्भी है, 27 संख्या -- 27 का संयगरुर्मी है, --2! संक्या 2/ का संयुस्भी है, 


है 


++३ -« हे संख्या --...3 पुर का संयुग्मी है, इत्यादि । किसी श्स्सिन्न संख्या 2 के संयुत्मी को ८ से. 
व्यक्त किया जाता है। ; 


हम देखते हैं कि किसी वास्तविक संह्या का संयुग्सी बह संख्या स्वयं ही होती है । 

पुन, किसो सम्मिश्र संख्या के संगृग्सी का संयुसभी स्वयं यही सम्मिश्न संख्या होती है। 
शर्थात्‌ (£ ) +-४। 

क्योंकि यदि 2--०-|- ७, तो ड्रच्ध्र--छों 

' श्तत, (2) >4-- ७ ।- 

अब हम एक उदाहरण लेते हैं । ेु 

उदाहरण .] : यदि 2--4--#७, तो सिद्ध कीजिए कि2 2 *||2[। 

हल : क्योंकि 2--४--७, अत: पै ++०४--हां 
इस प्रकार, ४ ४ +5(१-- ७) (०--क)--६४--४००-| £ |? 


हा ] 
आपको याद होगा कि सम्मिश्र संख्या £--८-[- ४ का गुणनात्मक प्रतिलोम रू निम्न है 


8_ ०2४ (“| 5 5 


2. कक / का० मत चत् क्र 


इस प्रकार, क़िसो शुत्येतर सम्सिश् संख्या 2 का गुणनात्मक प्रतिलोम ज्ञात करने के लिए हम £ जात 
करते हैं झोर इसे ||? या 2 2 से विभाजित करते हैं । | । । 
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, भ्राइए कुछ और उदाहरण लें । 
.. उदाहरण 2: 3-+-2 का गणतात्मक प्रतिलोम ज्ञात कीजिए । [भअनुच्छेद 2.4.5 का उदाहरण ॥ 
भी देखें।] 
हल : मान लीजिए 25-5३3-+-श2४, तव द - 3->श 
साथ ही, | 2 [१ +5 9--4 5८ 
इस प्रकार, 3-27 का गुणनात्मक' प्रतिलोम 
- पे हा छह है। 
उदाहरण 3 : 9-ाभ का गूणनात्मक प्रतिलोम ज्ञात कीजिए । [अनुच्छेद 2.4.5 का उद्यहरण 2 
भी देखें । | है 
हल : चूँकि ४८० 9--25, अतः ठ्र-5 9--।भ 
साथ ही, | 2 ह --११--25--225 
इस प्रकार, 9--27 का गुणनात्मक प्रतिलोम 
]27 9 2, 
अब हम संयुत्म्ियों के कुछ रुचिपूर्ण गुणधर्मों को सिद्ध करते हैं । 
॥. - दो समस्मिश्र संख्याश्रों के योग का संयुग्सी उनके संयुग्मियों का योग होता है। दूसरे शब्दों में 
सि 23 तंथा ४22 सस्सिश्र संख्याएं हैं, तो 
न 2४ घ्ल क्ा थी ह8 - 
मान लीजिए, 2:55 ८--छऑ तथा 5४ .८-ै- थी 


तब, डार्न-28 सन (4-+-८) ++ (०#-+-०)/ 

अब, डॉ भत ध--ह, 22 मस (वां 

तथा क्िकेश कक (6+-0-(8-+- 4) 

साथ ही, झ््ल्न- धर नय (ध-#ं) -- (0) ज्ू (ध--८--४ 4) 
इस प्रकार, - अय्शा ॑ज्ञकआ 


प्‌. दो सम्सिश्न संख्यात्रों के गुगनफल का संयुक्ती उनके संयुग्सियों का गुणणफल होता है। दूधरे 
ह शब्दों में, थवि 2: तथा ८2 सम्सिश्व संख्याएं हैं, तो 





न दा * 22 का मा * 28 : 
वा. दो-संस्मिश्न संख्याश्रों के भागफल (जशुन्येतर हर) का संयूग्सी उनके प्ंर्सियों का भागफल 
होता है। दूसरे शब्दों में, यदि ४7 तथा ४५ सम्मिश्न संख्याएँ हैं, तो... 


॥ ४ । | 27 
2५ ०] 


गुणधर्मो']] तथा तक को सिद्ध करता पाठक के अभ्यासार्थ छोड़ दिया गया है: 
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उदाहरण 4: सम्मिश्न संख्याओों (3--47) तथा (5--2 7) के योग, भष्तर, गुणनफल, संयुर्मियों 
गुणनात्मक प्रतिलोमों तथा भागफल को ज्ञात कीजिए । ' 
हुए :. योग 55 (3-4) +- (5--2 7) 55 8--8 7 
प्रस्तर «र (3--47) -- (5--27) ८ (3-5) + (4+2)7 
बम +-2--6 7 ॒ 
गुणनफल -+ (3--47) (5--2॥) रू (5+-48) +- (--36--20)7 . 
मन 63--67 
(3-[-47)' का संयुस्भी (3--47) है. जबकि (5--2 /) का संयुर्मी (5--2 7) है । 
(3--4/) का गुणमात्मक प्रतिलोस 


(--/) 30... 545 
कुगक ऊ्यक्र ? भर्षत ठ्ु- दा है। . 


(5--2 7) का गुणनात्सक प्रतिलोस निम्न है 





5-4-2. 5 न+278 
5--27 (5--427) (5--27). 25--44 /* 
5 !2 
&छ छ 7 


3-47 _(3--47) (5-+-27 ) 
5--]27 (5--27) (5-+-27) 
__(।5--48 ॥5) -+ (36-/-20)7 
रे 25--]44 #* 
--33 56 


_छ 77 पद्ठर द ! 


सागफ्ण उसे 


प्रदबावली 2,5 


निम्तलिखित संख्याओों के संयुर्मी शात कीजिए :. 
!, का ु 2. +४/5ह+ 
3 7४/-5+-+-7 4, (6-+-57)6 
5. 6-३ 


|. 


0, 


]], 


5, 


7. 


सस्मिश संस्याएं..... 39 


निम्तलिखित में प्रत्येक संर्या का गुणनात्मक प्रतिलोम ज्ञात कीजिए : 








3-4 7. /3 +#ां 
4-- */ -:9 
निम्न संक्रियाएँ कीजिए तथा परिणाम को 2--8 / के रूप में लिखिए : 
हज .. ।9 टन 
5--क ४#& 5-4 
3-+- 7 - [4., ट/27 
2 पज्ज - . / 4--3 7 
3 4 2-- */ -- 23 
2--37 / ]--&“ --]6 
--2 2 
या | ३ 
37--5$ 


9. 


20, 


24. 


22, 


23. 


का 


ह यदि 2; तथा 2, सम्समिश्र संख्याएँ हैं, तो सिद्ध कीजिए कि 


(4) दवा « डक सासक 292 
हे जब 
ढ्र ्ंड 


सिद्ध कीजिए कि 
(7) ४55४. तभी तथा केवल तभी होगा जब 2 एक वास्तविक संख्या हो । 
(8) ४ह5-2 तभी तथा केवल तभी होगा जब 2 एक विशुद्ध काल्पनिक संख्या हो । 


सिद्ध कीजिए कि किसी सस्मिश्व संख्या तथा उसके संयुस्तमी का योग एक वास्तविक 
संख्या होती है । 

स्रिद्ध कीजिए कि किसो सम्मिश्न संख्या तथा उसके संकूमो फा मुणनफल एक वास्तविक 
संख्या होती है । ' 





हि तृ्मा ऋणात्मक वास्तविक संश्याप्रों के धरम 
सस्मिथ संक्या का मापांक स्युत्पम पथवा गुणनात्मक प्रतिलोभ 
सम्मिभ् तल सम्मिभ संख्या का संयुस्मी 

सम्मिभ्न संक्याप्रों का 

योग 

प्त्तर 

गृणत . 

विभाजत 





१ प्रप्रि् प्रष्ययत्र हेतु छुँभाव कप 


समिमिश्र संश्याओं के उत्तम वर्णत के लिए निम्न पुस्तक देखें : 


जे, (,000१9॥॥ : (०॥छ०४ परा05, 07/९086 शा0े १6३४ 7४0) .0,, ],07000॥ 
(0.8.), 962, 


|! 


| बिक | 


सम्मिश्र संख्याभ्रों का वास्तविक हव्ञयाभों के क्मित-युग्मों फे रूप में सुन्दर वर्णन निम्त पुस्तक में. 
उपलब्ध है 

4 है, क्राव्यदावतध: 706 (एफ पिग्राफैशड, 0.0, प्ढा। & 00,, 80907 
(0.8.4.), 965. 


अनुच्छेद |.2 में दो गई पुस्तकों [4], [5] तथा [7] के अतिरिक्त सम्मिश्र संड्याओं के इतिहास 
के उत्तम वन के लिए पाठक निम्न पुस्तक देक्े ु 
[] है, एआ6: िगाशाओंधों 7॥0हा| #0॥ &॥06श॥ 0 (०९९॥ पंशर, 0500 
.. एरशक्षआ॥ 2768, ९४ १०४६ (0.8.0.), 972, 


एकक हा 


दिघात समीकरण और असमीकरण 


हिघात समोकरणों, जिनके गुर्णांक (००८मीटंशा।॥) वास्तविक हैं सभा विविष्तक्तर 
ऋणात्मक हैं, के हल प्राप्त किए गए हैं। मूलों (0०७७) तथा गुणांकों के सम्बस्धों का 
उल्लेख किया गया है। द्विघात सपीकरणों, जितके गुणांक संम्मिश्न हैं, का अ्रध्यवन क्षिया 


गया है। भ्रन्‍्त में हिधात श्रसपीकरणों के हुलों तथा उनके ग्रालेलीय निरुषण के विषय 
में बताया गया है । 


3.4. भूमिका 


भ्रव जबकि हम क्रणात्मक वास्तविक संख्याओं के वर्गमल ज्ञात करना सीख॑ गए हैं तो हमारे लिए 
द्विघात समीकरणों, 4.2 +- 8४ ++ ८ #5 0, 4 76 0, जहाँ 6, 8 तथा ८ वास्तविक संख्याएँ हैं और विविक्‍्तकर 
9 भर्थात्‌ ४ -- 44८ ऋणात्मक है, के हुल शात करना सम्भव होना चाहिए। परन्तु ऐसा करने से पहले 


आइए द्विधात समीकरणों के हल सम्बन्धी कुछ महत्वपूर्ण तथ्यों का जिनका अध्ययन हमने पिछली कक्षाओं में 
किया था, पुनरावलोकत करें। े 


3.2 पुनराबलोफन" 
दिधात समीकरण; 457 -- ७४ -- ८5८६०, ८ ७0, 4, 8, ८६२. 


जहाँ पे वास्तविक संश्याओं के सम्मुचय को व्यक्त करता है। 
विविकत-.₹ : ]) <८ 9 -- 486 


-9+५/% - 4०८ 


हिचात सूत्र (0ण्बगन्मा० ऑणपएप्र8) : | रू ठप 





“यदि पाठक द्विधात समीकरणों पर पिछली कक्षाओं में किए गए काये सै परिचित है तो वह अविच्छिस्नता को 
सोए बिना सीधे ही ग्रनुच्छेद 3.3 पर था सकता है । 


42 


गणित 


इस सूत्र का प्रयोग सभी किया जाता है जब कि 7) >> 0 हो। 


8 
मूलों का भोग: -- 


मूलों का गुणनफल 


3 भर 


44२ 
८ 
५ 


प्रदनावसी 3.! 


.( पुनरावलोकन हेतु ) 


निम्नलिखित समीकरणों को », » अथवा 2 के लिए हल कौजिए : 
), 3+-0:-+-7550 
५४३ #+-0/--8 «/3 50. 


8४-- 4-८] 

60-|- 58: 
8 03 कक न न 
कक कुक 


, 9-)-3-*.... 2००0 
« शव] नव था! 
* /उ7-2/+3%०0 


श गे ५ [-५ 





* /ककोा + ७४३ 
2. /शन। + ४>नी2-55४ 5ऊर्न-3 


3 


2. 2.0--9४न- सन 


4. 227--0 स|ट 


, 6, 277+-0.37550.35 


8, 04.0-6»-+-54%%59, (०5८0) 
] ] 4 
3०5 57% 73 
2., #४--392-|- 36०८0 
22 न3 व | 
७ (पका) +गहन3 ) 5 
6, 325 +->--6»«0 
8, 497०-8»--३9 | 


3 ] 
20. जो न जज के 6च्तां 


22, एक आयताकार खेत की लम्बाई उध्षकी चोड़ाई से !0 मीटर अधिक है। यदि खेत का 
क्षेत्रफल 44 वर्ग मीटर है तो उसकी लम्बाई तथा चौड़ाई ज्ञात कीजिए । 


23. एक संख्या तथा उसके ब्युट्क्रम (7८०.70०8) का योग 


गा हैं। वह संछगा ज्ञात कीजिए। 


24. दो संख्याएंँ इस प्रकार की हैं कि उनका योग 54 तथा गुणनफल 629 है। 'संख्याएँ 


जात कौजिए | 


दिघात सप्ीफरण झौर अ्रसमौकरण 43 


25. जंगल के अन्दर कुल संख्या के रे के वगे के बराबर बातर (2/८5) उत्साह के साथ खेल 


रहे हैं। शेष 2 बानर पहाड़ी पर हैं। चारों भ्ोर की पहाड़ियों से अपनी किलकारियों 
कौ प्रतिध्वनि से उन्हें खोज उत्पस्त होती है। बानरों की कुल संख्या कितनी है? 
[ज्ोत : भास्कर कौ कृति लोलाबती] 


26. ऊटों के कुंड का एक-चौथाई जंगल में देखा गया। भुंड के वर्गमुल का दुगुना पहाड़ों की 
इलानों पर गया हुआ था। पाँच डोंटों के तिगुने ऊंट लदी के कितारे परं थे। उत्त कँटों 
की संख्या कितसी थी ? , 
. [झ्रंझा: महावीर की कृति गणित सार संग्रह] हु 
निम्नलिखित में से प्ररयेक द्विबात समीकरण के मूल निर्धारित किए बिना उनके योग 
. तथा गृुणनफल ज्ञात कीजिए : 


रा. करज्व्बडनै370..... 28. 4६/3:2+-9४ल्‍53९/3 

29. 7/7--69-+- 4०० ॒ 30. स््ा हा म् --22«50 

3]. न - चूटाच० , 32, १/5 6207 0 
द्वियात समोकरण बनाइए जिनके मूल निम्नलिखित हैं : 

33, “3०-०4 34, , --2, जे 

35. 3-७३ ,3+-५/३3 36, 77 - 

9. दू/-2 38, 4५ 5, --4५/5 

39, के का 40, 2--34/5,2--3९/5 ह 


3.3 धास्तविक गुणांकों वाले द्वियात समीकरणों के मूल....द्विघात सूत्र (20008 ० 0ए४३४० 
प्रताबधणा& क्ांती (ि९ढ (०थी0श5--7॥6 0ण्ब0॥80९ #०णाएं॥) ' 


मान लीजिए, .27--0:४--८४८७0१, 4५950, ०; 8, ८ & 2 एक 'दद्विधात सभीकरण है। हम्र इस 


समीकरण के मूल अथवा हल प्राप्त करना चाहते हैँ; विशिष्ट रूप से उस स्थिति में जबकि 2 &0--462 < 0। 
हुप्त क्षिस प्रकार जागे बढ़ें ? 


पहले की तरह, हम दिए हुए समीकरण को इसे प्रकार लिखते हैं 
॥ ह 40-+- 80४ म् +-८ 


(44 गणित 





(।) के दोनों पक्षों में हम [ ! जोड़ते हैँ (क्यों!) तथा निम्न प्राप्त करते हैं 
् ५-8 8 
(++ 5) का जा आ ४ 
9१0१ 88 -- 44 
अर्थात्‌ (४+ ;) 0 आम  म5 र (2) क 


यदि 9४ -- 440 > 0 तो हम इस स्थिति में (2) के दोनों पक्षों का वर्गेमूल ज्ञात करके निम्त 
द्िधात सूत्र प्राप्त करते हैं 
तथा इस स्थिति में भूल निम्नलिखित हैं 


8 -- 46८ ५/-- (४ 4००) लक ' 





इस प्रकार, 
अत: (2) से, 
9 
कदडप्रा ऋआ 
जिससे हमें ७१ -- 480 <: 0 की स्थिति के लिए निम्त द्िघात सूत्र प्राप्त होता है 


, “+ 9 “44%/-- (9 --- 428८ ) 
* 2 | 
. श्रत: दोनों मूल निम्नलिखित हैं 
-9-+%--0--48०) _ ह+ (सात लीजिए ७--4/- (9 *-- 48० ) (मान लोजिए) 
आपको याद होगा कि 65 -- 4८८ द्िषात समीकरण का बितथिक्तकर (ता8ट॥7॥407) महलाता है . 
तथा. हसे प्राय: 7 से व्यप्त किया जाता है।. 
अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उवाहरण : » -- 4> -+- 20 » 0 के हल ज्ञात कीजिए । 
हल: हम देखते हैं कि 
ह -- 44८ हू 6--80 55 --64< 0 
456 _ -45%श 
29 5 अप 9. 0 


के दो वर्गमूलट777८.+77+7 


आह (7 हक एव] 


जच्लछ 


इस प्रकार, ४ ८+ 


अधौत्‌ू , ७०--23:47 


' द्िघात समो करण झर अ्रसभीकरण 45 


: श्रत: दिए हुए समीकरण के हल--2+ 47 तथा --2--47 हैं । 
हम देखते हैं कि दोनों मूल एक दूसरे के संयुग्मी हैं । 


3 5 ै ु 
उदाहरण 2: 'पर्क ऊझज्भुअरण750 के मूल ज्ञात कीजिए । 
25 23 
हल; पुन, 0//--4 ध८ब+पूए [27० पु <_0 


हा दर 5 423 
4 आक जा 


श् प्रकार, अकाल स्तन मु जम 
्प 7 
कि । ( रा 
मर्थातू, . #न्‍न्‍पूरु (35 + 7 %/23॥) 


अतः दिए हुए समीकरण के मूल 
ह "ठु55+7४छ7) तथा ह(5-7/87/) हैं । 
पुनः, हम देखते हैं कि दोनों मूल एक दूसरे के संयुस्मी हैं । 


3.4 द्विधात समीकरणों के मूलों की प्रकृति (ए,॥प्रा९ ० ॥९२००(४० (0४076 |:0एन्न075) 


हम पहले ही जानते हैं कि किसी द्विधात समीकरण के मूलों को प्र/प्त किए बिना ही हम केवल 
2 (20:20) का मान प्राप्त करके उसके पूलों की प्रकृति ॥807०) के विषय में बता.सकते हैं। जब 0<:0 
है तो हस देखते हैं कि मूल झ्रवास्तविक सम्मिश्र हैं तथा साथ ही वे एक दूसरे के संयुग्सी हैं। हम उपरोक्त 
तथ्यों को संक्षेप में नीचे एक सारणी के रूप में दे रहे-हैं : ह 
॒ द्िधात समीकरण: ८४/--8४--०८६0, 45६0, 6, 0 ८ ६ २ 
विविक्तकर : 70-500-- 4६८ 

























० वि प का माने द्विघात सूत्र मूलों की. प्रकृति 
27>0 -७४+4%/छ७-49 ८ वास्तविक तथा भ्रसमात 
05-०0 वास्तविक्त तथा समान 


कक 


अवास्तविक सस्मिश्न तथा 


24 परस्पर संगुग्मी . 
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झाइए एक उदाहरण लें । 
उदाहरण !: निम्नलिखित द्विधात समीकरणों के मुल निर्धारित किए बिना झतको प्रकृति बताइए 
() 29*--2 /6 7+-35७० 
(7) /39*-3 »#+#9*--३७८७ */ 3 
(7) 2»7--0७ है >न॑-7<*0 
हल; (6) 297-2३१/6 #+350 . 
7-59 १---4 4 ०5८ (2%/ 6 )१--4 (2) (3)550 
इस प्रकार, मूल वास्तविक तथा समान हैं । 
(0) 4/३3 »!--3 )+0१--३७७९/३ 
, भर्षातू, (/३+।) 3.3 )--3-- ५/ उ 550 
बहाँ, ८४८०७ 3 +-], 055--3, ८६--३--%/३ हैं । 
इस प्रकार, 05०४ ?--4 ८ ८559--4 (९५/ 3 +)(--3-- ५/ 3)559--4९५/ 3 (</ 3 +)* 
' अर्चातू, 070 
अत्त:, भूल वास्तविक तथा असमान हैं । 
(॥) 42 :02--04/ 2 ४+-7750 
. 2ल्‍504/2 )?---4 (2) (7) ५5200--336 < 0 
झतः, भूंस अवास्तविक सम्सिश्र तथा परस्पर संयुरमी हैं । 


3.5 ट्विघात समोग्रण के मूलों तथा गुणांकों भें सम्बन्ध, (एशद्वाणा 9शतज्एशा ॥२००(5 
मत (0शथीएशंशाड ण॑ 8 (आश्रष्ब्रीए 70ए8॥४०॥) 


मान लीणिए, हम द्िधात्‌ समीकरण ८२-०४ &-ै-८०-0, 4550, 4/ 82 ६ /२ के दो गूलों को 
, ॥3 तथा | ते व्यक्त करते हैं। हम पहले देख चुके हैं कि यदि /)+5४१--4८८ >> 0, तो 
8 _ #» का गुणांक 
एगीएश 4“ का गुननाक 
स्थिर्ंक पद ! 
अज्लबुकक 7 ' 
अब हम /0 << 0 की स्थिति में मूलों का योग तथा गुणनफल ज्ञात करते हैं। 


जब /0 <: 0, तो समीकरण के मूल निम्न हैं 


| ० 
तथा उ74 सम पर 


5 >8+4/सफ 8--7%/८फ 
नल (< कल “5 (०७) 
या +#8//९/८::७--४--३५/>-फ _ , 
जब ', मम 03 83 22 पलक. 3 09 4002 न हि. 


# १] प्र 


इक 67४7 20 "6। ऋ _ही >«के ५ 


द्विघात समीकरण और हघसमीकरण 4 


| १/--४ --१/-- 3] ह* १ ाक।'! 
तथा ४३४ (-72+/४/-2) (7०77/-% ४१०7१(४/-३) 
464 हि] 
>> 0-(-2) _27-(/-4 2०) ८ 
| ः बंवीः बंध 
इस प्रकार, ७१ --4 8 ० के सभी मानों के लिए 


ध्षे 


तो न] क्का 
मूल का योर न्ज्यः 37५ सफाया नल फू न्क् प्रभु 


०. स्थिरांक पद 
मूलों का गुणनफल . >+कयाय कमा 


ह# ५४४ का गुर्णाक 


उपरोक्त से हम देखते हैं कि किसी द्विधात समीकरण के मुल निर्धारित किए बिता उनका योग तथा 
गुणनफल प्राप्त करता सम्भव है। 





उदाहरणार्थ, अनुच्छेद 3.3 के उदाहरण | में समीकरण ४१--4७--205-50 है। 
मूलों का योग नल --4 
अत का 20 
तथा मूलों का गुणनफल++नू+त्ू20 
आहए, जाँच कर के देखें कि वस्तुत: ऐसा है या नहीं। इस प्रमीकरण के प्राप्त किए गए भूस 
--2-+-4 तथा --2--4 थे । 
बतः, योग -5(--2--4)--(--2--4) 5 -- ह 
गुणनफल +< (-:2+-%) (--2--4) सन (--2)7-- (4)*>-20 
श्रव, भाइए अनुच्छेद 3.3 का उदाहरण 2 देखे । दिया हुआ समीकरण 
3 5 ; 
च्प् एउअएीत ०्०( है । 
मिल: 
भूलों का योग ८४--  -+ - ४» -८ 


3 6 
4 न 


श् 
९५3 
| 


“| 


तथा. मूलों का. गुणनफल >5 


[इस समीक रण के प्राप्त किए गए सूल हु (35+7%/2357) भे । 


पाठक जाँच करके देखें कि इन संख्याओों का मोग “-- तथा गुणतफ->है।]. |. ४ ] 





बैड ह गणित 
: हम कुछ औौर उदाहरण सेते हैं। 
अबाहुरण : यदि ०, 3 समौकरण ८४--७:--० ७० के मूल हैं तो मिम्न के! मान ज्ञात कीजिए : 


() शक कि बऊओ, पी) ४ नि नीण डी (0 झपाड्नत 
हुस : क्योंकि ०, 9 समीकरण ०:0--8-८--८४0 के भूल हैं, 
भ्रहट, » नै स्तर तथा कलम 


() बब, ० -- 05८ (०--३) ०-2० 
१ ९१ है] 8. 20. 8१--2०2 
्च्‌ए)-अदीतकफाजत 
(8) «नह रू (#नी0* -- 3७0 («-8) 
9 १8. 3 2 । 
“ ([-9)- (75) 
87. ३3802... ३480८--६* 
ु बथ. >+म+ को 5 पे इक इक 
(॥) ०]-8/न-४9१ वर (०-6१) -- « 
+8)* -- 2०9]? -- (५9) 


[ 8 |] 2 श 
अनक+नक . बा०#३०43, ८८ हम ली की 
( 


#-.24८ ४. ८ 
का -;7) ्बो 
#-- ३८८ --4६०* 

प्रा 

_«+)  ४+-३ ८ 
(४) रा है हे मेक कह 7 
4 जी 5 
उदाहरण 2: . द्विधात समीकरण ,--६४--2 र 0 के मूल /। तेथा /॥ हैसे हैं कि /3--7& 5 | हैं । 
# का मान निर्धारित कीजिए । 
हु: ४--॥४-255 0 
क्योंकि +4 तथा /॥ इस समीकरण के मूल हैं, 
बतः, /--73 क४ “- $# 
तथा. उश्ड रच [2 ह 
.पग्मव, (764--7५)* करू (08) ++ 477 78 


घर्यातू, | सन दि--4 


हिधात समीकरण धझौर झसमीकरण 


इस प्रकार, ॥//--49 ४८ 0, भ्रत: ६ उ्ू - 7 


दिए हुए समीकरण >--#४--4 +5 0 में # तथा 4 का मान निर्धारित कीजिए ताकि 
समीकरण के मूल > तथा । हों । 


हल : मान लीजिए, « तथा 8 समीकरण »--#४+4 ः< 0 के मूल हैं । 


खबाहरण 3 


, सैंब, 
तथा 


«&-ह सका “7 
' ५७0 ८4 


यदि # तथा 4 मूल हैं तो उतका योग /--4 तथा गुणनफल /#4 होगा । 
(7) तथा (2) में प्रतित्थापन करने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं : 


्रन-4 बला छह. 
तथा /4 #|+ 4 


यदि 4960 तो ,>5] तथा 0 ** -- 29, भ्रतः ध +5 +- 2 
यदि & + 0, तो ».0 +६0 तथा 0-5 -- 2, मेंते: 9 5८0० 
प्रतः दी हुई समस्या के दो हल 9 ८ 0, 45८50 तथा # 5२ |, 4-5 -- 2 हैं । 
. भदनावली 3.2 
निम्नलिखित सभीकरणों के मूल ज्ञात कीजिए : 
. &--65४+-3550 
2. #-+-6?-+-73०८0 
3. 9४-2४--5550 
4, ४ --2%/ 5 ४+-4550 
$. ३ ह#-+]>न+-6%/5 5-० 


9० चले 9 


ढ़ 


3 +-44/ 5 ++-455० 
99-6% 2 ४-+-2८६ 
2%/ 3/--77+6७/5%-०0 
(2+-)2(9--3)+-7550 

पर +! अौ--] 
( के] )-4 कल््पत )#३«० 
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() 
(2) 


(3) 


डर 


समान होंगे ? 


लत 
निम्नलिखित द्विधात समीकरणों के. मूल निर्धारित किए बिना उनकौ प्रकृति क्ताइए : 


. . 5४-6&न-7#50 


2. 44/3#-»४+-३3५/ 35-०0 
हू 2 

3. आल व्रत 550 
4 9 

34. ह्रण्नी 6० 

5.. (४7-29) (3-28) २२446 


]6, ऑन>न॑-5550 ह 
४ के किन मानों के लिए निम्नलिखित में से प्रत्येक समीकरण के मूल वास्तविक तथा 


7. ४४--2४न-१५७२0 8. 979--#४--50 

9, #+07-+-#5७5० ह॒ 

$20. ४ ((>0) का मान निर्धारित कीजिए ताकि दोनों समीकरणों, 27 -]-४ «-|- 6१०८० तथा 
अ--8 >न-#«50 के मूल वास्तविक हाँ । 


निम्नलिखित में से प्रत्येक समीकरण के भूल निर्धारित किए बिता उसके मूलों के 
योग तथा गुशनफल लिखिए : 


2, द्ौस्स। 22. 4४3 ४! --7 ४+-५/३ 0 
2 
23. झ पर हर शिचन 


3 


यदि «& तथा 8 समीकरण 4-8 ४-|-००८0, 4960 के मूल हों ,तो निम्नलिलित के 
मान जात कौजिए 


अर व 
24, बह 25. टू पद 

. ह रे ह 27. ४-8 

: 28,  «०+ ९ 


29. द्विधात समीकरण 52४... 9 >-- 550 के मूत / तथा /६ ऐसे हैं कि //--735७।] है । 
2 हा मान ज्ञात कीजिए । 


: 30, यदि & तथा 8 समौकरणष »7--32:--४75-0 के भूस हों तथा ४?--॥ हो 


तो 2 का मान निर्वारित कौखिए । 


5 अर कु 


3.6 द्विधात ससीकरणों (वास्तविक गु्ाक) का बनाना  (शाइ07॥४० ॥एएना जाड 
(२९४ ९०४गिशं०ा5) | 





दिए हुए द्विषात समीकरण के मूल निर्धारित करना हमने सीख लिया है। पिछली कक्षाओं में हमने यह्‌ 
भी देखा था कि यदि मूल दिए हों तो द्विघात समीकरण कैसे बनाई जाती है। यदि « तथा 8 दिए हुए मूल हों 
तो हम तुरन्त झमीष्ट समीकरण* निम्न रुप से लिखते हैं : | 

.. (#7० (७:-%०5० 

बर्यातू, &!--(८-न-8) ह-+॑-« 8550 

अथवा, »*--(मूलों का रोग) ४--(मूलों का गुणनफल) «0 ध् 

हमने « तथा 8 के धास्तविक मानों के लिए ऐसा किया था। अनुच्छेद 3.5 में हमने यह भी देखा है कि 
जब « तथा 8 सम्मिश्र तथा प्रवास्तविक हों तो वे परस्पर सेंयुग्मी होते हैं । मूलों के योग तथा गुणनफल के सूत्र 
यहाँ भी लागू होते हैं । इस प्रकार यदि मूल दिए हों तो द्वियात समीकरण लिखने की विधि इस स्थिति में भी 
सत्य होगी । 

हम कैसे जानते हैं कि इस प्रकार प्राप्त किए गए द्विधात समीकरण के ग्ुणांक वास्तविक होंगे ? आपको 
याद होगा कि यदि « तथा 6 सम्मिश्र एवं परस्पर संग्रुग्मी हों तो वस्तुतः उनके योग तथा गरुणनफल वास्तविक 
होते हैं । । ह 

अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण : वास्तविक गुणांकों- का द्विधात समीकरण प्राप्त फीजिए जिसका एक मूल ]--3 7 हो । 

हल: दूसरा मूल अवश्य ही [---3 / होना चाहिए। (क्यों ?) 

इस प्रकार, मूलों का योग-- (--3 )--([--3४)--2 

तथा , मुलों का गुणनफल-+-(--3 7) (--3 7)5-0. ' 

अतः, अभीष्ट समीकरण ४-2 /-+-0--0: है । 

उदाहरण 2: द्विधात समीकरण ज्ञात कीजिए जिसके मूल 


6 ] 
हज ऊाबुएं हैं । 
हल: मूलों का गोगर[ु+57)+(ह 75755 
पलणकलण- ४ ई-१%)- १ 





तीन यख  ् >ततास्‍प्नतत+त........................ 

' गवास्‍्तव में, & (४-७) (४--8)5-50 , जहाँ ४ एक शून्येतर वास्तविक संख्या है, के मूल भी « भौर $ हैं। 
परन्तु हम इसे (४-०) (४--9)550 'के समान ही मानेंगे और इसी कारण हम एक ही द्विधात समीकरण की 
बात करते हैं। कक डे... 


52 


इस प्रकार, अभीष्ट समीकरण <-- ्ुः 


बर्धात्‌ू 225 ४--3$40 ४--349--0 है । - . 
उदाहरण 3: 


82.. , 349 
«पी प्ठद्ग 5 


यदि « तथा 8 समीकरण 3:2--2 ४5-50 के मूल' हों, तो वह समीकरण ज्ञात 


कीजिए जिसके मूल--- तथा -- हैं । 


हल: क्‍योंकि « तथा 8 समीकरण 3:*--2%--5-50 के भूल हैं. 


भ्रतः, 


अब, 


तथा 


अल है, भ्रतः स्पष्ट है कि न तो « तथा न ही 8 शून्य हो सकता है । 





3 ' 
8 हि पान (बीत) 2 26 
8 «८ «४३ थ्ठि ... 5 
मद 
०] 


अ्रतः प्रभीष्ट समीकरण के कत न्नन0 


प्रति 5:7--26/:--5«0 है। 


ज्वाहरच 4: 


यहिं & तथा 8 द्विघात समीकरण ८४ --80४--८४८० के. मूल हों ,तो सिंड कीजिए कि 


22 तथा 23 समीकरण ०.2-)-20::--42550 के मूल होंगे। 
हल: क्‍योंकि « तथा $ समीकरण ८५ -|-०४--०--० के मूल हैं, 


झत;,, 
तया 
अब, 


तथा 


(२ 
४ -ै हिल -- न 


८ 
64 नल 
9 ०] 


2+2०2(ब्-+  - 4. 


५ ले 4. 
2०२8) ०4कल्न 7 


ब्रत:, प्रमीणट' समीकरण नि र अन- लत 
गर्यादूँ" ८४-०2 8.5--4 ८०५ है । 


हिघात समोक्रण और हससीकरणज .. 53 
ग्रध्गावल्ची 3.3 


वास्तविक गुणांकों के वे द्विघात समीकरण शात कीजिए जिनके भूल निम्न हैं : 
3 -१4 





| हि द्वग ््ब्ु 2. 7-37 

3, --4१/3, -- 4/१5 4. --7-+-87 
कीट हा 

5. 3, 7+%/2 ; 6 $ नू 
काजत्ग... शान॑-म 

ला 8. +7(४--४) 


| 
0- एके! कब 
0. यदि »& तथा 9 द्विघात समीकरण ८---8४--८ +*0 के मूल (शून्येतर), हैं तो वे 
समीकरण ज्ञात कीजिए जिनके मूल निम्न हैं : 


(055४7 
( ह्न्र 
. यदि « तथा 8 द्विघात समीकरण 4%--8४--८ 55 0 के मूल हैं तो सिद्ध कीजिए 
कि «2१ तथा 30 समीकरण ०१४४-- (7*-- 3:02) ४+०*१ 5 0 के मुल हैं । 
3.7 सम्प्रिश्व संख्याप्रों के व्गंगूल (50ए४ ॥२००(६ ० (!णाए/०६ 'रएाएश 5) 


हम देख चके हैँ कि प्रत्येक (शुन्येतर) वास्तविक संख्या के दो वर्गमूल होते हैँ। भं।इए, अब देखें कि 
क्या हम सम्मभिश्र संख्याओं के वगेमूल ज्ञात कर सकते हैं। उदाहरणार्थ, सम्मिश्र संख्या --48--4 पर 
विचार कौणिए | 


मान लीजिए ८--७ संख्या--48--4 / का एक वर्यमूल है । 


तब, (4-8 )* 55 --48--47 () 

(4) के दोनों पक्षों के वास्तविक तथा काल्पनिक भागों को बराबर करने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं 
धक--&# #> --48 (2) 

तथा, 8 #ह “::4 (3) 


हम यहू भी जानते हैं कि () के दोनों पक्कों"की संख्याओं के मापांक समान होने चाहिए । 
बर्षातु, |[(4--/)*| २ | --48--4 | ४ 
[(४-+-७१ | जू |[(०+७)|! +5 ४-४ ......... [प्रश्न 8, प्रष्नॉवली 2.2] 


54 ह समित 
इस प्रकार,... ८-७ -5 १/क्षि-- [4 «८ 50 (4)* 
(2) तथा (4) से, 
4 हर ।, प्रेत; ध सन -5! 
(3) में ए्सिस्थापित करने पर, 
ब्म्ल न 7 
[पाठक को चाहिए कि वह जाँच करे कि ([--7 7 55 “-48--48 तथा (--+/* 
मन “-48--4 7 है । ] 
इस भ्रकार, सम्सिश्र संख्या --48--4/ के दो वर्गभूल --77 तथा ---+-7 7 हैं । न 
हम उपरोक्त विधि से सिद्ध कर सकते हैं कि प्रत्येक शून्येतर सम्भिभ संख्या के कौक वो वर्गभल होते हैं । 


भधि हुम इनसें से एक को # (# सस्सिश्) से व्यक्त करें तो दूसर! -- # होगा | [इसको उपपत्ति पाठक 
के शब्यात्तार्थ छोड़ दी गई है ।] ह 


अब हम एंक अन्य उदाहरण पर विचार करते हैं। 
उदाहुरण; 2-37 का वर्ममूल ज्ञात कीजिए । 
हल: मान लीजिए :-+-७४ एक वर्गेमूल है। 


तब, (४+2 7) सम 2--37 () 
वास्तविक तथा काल्पनिक भागों को बराबर करने पर, ' 
कलर ते । (2) 
तथा 2४४ ऋ#्ू 3 (3) 
(४-० )ै 5 |2+-3॥| ह 

अर्थातू, #+-» हू १5 (3) . 

' (2) तथा (4) से हम देखते हैं कि 
2 न| 2+-4१/7 


झत: , ४ म्८ू -- रन 
: (3) के दोनों पक्षों का वर्गे करने पर तथा ७७ का मान प्रतिस्थापित करने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं 


90 अशउ 2 32. 
4(2-4-4/5) (४३३ +2)(९/3 --2) | ह 


जिससे >व« + 342 


$ (4) नया समीकरण नहीं है। यह (2) और (3) से भी प्राप्त किया जा सकता है, क्योंकि (4*-|-8»* 
ब्य्य दि 9)! न- बंध! * 
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अत: प्म्मित्र संध्या 2-|-3 के दो बर्ेमूल 


(/४ + *ं कम “2 ; तथा --. कप ह कं कक दब 


प्रदनावली 3.4 
निस्तलिखित सस्मिण् संक्याम्रों के वर्ग मूल शात कीजिए : 
६ >> | 2, 5--28 
3. +27 - 4, 7-+-24॥ 
5. --2--204 . 6, --2+-2९/37 
7. 9--407 8. +# 
9, ना 


3.8 सम्सिभ्न गुणांकों के द्विधात समीकरणों के मूल (२0045 ण॑ 0प्0४00९ एवुएश॥075 ज्ञांती 
(णाफ़ो०5 (००थीएेशा।&$) 


. आइए, अब व्विघात समीकरण # 57-४७ ह--०७०0, 8950, 9, 0, ०८ ६ (0! पर विचार क़रें। हम इस 
समीकरण के मूल (अर्थात्‌ हल) प्राप्त करना चाहते हैं । . 
दिए हुए समीकरण को हम इस प्रकार लिखते हैं 


4 नह ४रू5--८ 


8 
. पर्थात्‌, आकिप्रुआत ना दा (2) 
(!) के दोनों पक्षों में हम [4(4) | जोड़ते हैं (क्यों ?) तथा निम्न प्राप्त करते हैं : 


& ५ &8&--4 6८ 
7 आह पु मर) 
क्योंकि सम्सिश्र संख्याएं योग, व्यवकलन, गुणन तथा विभाजन की संक्रियाओं के लिए संवृत्त होती हैं, 


अत से म एक सम्मिश्न संख्या है! हम पुनः 82--4 ०८ को विविक्तकर कहते हैं तथा इसे ) से 


व्यक्त करते हैं। 





$6 गणित 
यदि ॥--८॥१--4 8 ९-50, तो (2) का दक्षिण पक्ष 0--07 है तथा इसका वर्शमूल 0-+-0# है। इस 
#शत्ति में हम पुनशबूल मूल (709७४६९४ ४००६) 
| है 
डच्ल -म] अप्ति करते हैं । 
442 





बदि 0--:08--4405५50, तो के दो बर्गभूल हैं। (क्यों?) यदि हम 8?--4६८ के दो 





वर्गमूलों को « तथा --« पे व्यक्त करें तो ट्क् दो वर्गमूल तथा -- :-- हींगे। 








भ्रतः (2) से 
6 ८ 
* न अति कप, 
अथवा, ५55० 27 
श्र 
“9-० +-)--०% 
00 336 26 !*  उक् 


भब हम कुछ उदाहरण लेते हैं। 


उवबाहुरण : ४--(5--3) ४+-(8--7)550 के मूल ज्ञात कीजिए । 
हुल: आइए, सबसे पहले /)--62--4 ८ ८ ज्ञात करें । 
05-0--4 ८ ००(5--7?--4 (8+-7) 
#+--48--47 


हम देखते हैं कि /05£0 । हम अंनुच्छेद 3.7 में देख घुके हैं कि --48 --4/ के दो वर्गमूल [--77 
तथा --[--77 हैं । 


+-/2--(--77 न +- 7 
बत;,  अन्‍्ल 0) तथा. > 2585 22233, 
थ्र्च 24 
अज , --6४5-(5--7) तथा 25८2 
इस उकार, कऋम्ा१-वीं तथा 2--39 है। 


दुसरे शब्दों में, अभीष्ट हल 3-4... तथा 2--9 हैं। 

इए, जाँच, करके देखें। ह 
(3--4)१-(5--7) (3--4)--(8+-7)550+-0 है ? भाइए, देखें । 

वाम पक्ष >२१--24--6--5-+-232+-4--8+-750--७ ह 

प्रत:, वस्तुत: 3--4# एक हल है । 
[पाठक के लिए यह अध्यासार्थ छोड़ दिया गया है कि वह जाँच करे कि 2-37 भी एक हल है ।] 
चदाहुरण 2: ४-3 7 >-+-4550 को ८ पर हल कीजिए । 
हल ; क्‍0-:0/--4 ८ ८८८--१--6----25 
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9 एक ऋणात्मक भास्तविक प्रंख्या है । इसके दो वर्गुगूल 572 7--$३ हैं । 
37-+57 3 7-->7 
कज्ा-+ है। 
ज तथा “रा है 





इस प्रकार, &स् 
अतः, अभीष्ट हुल 47 तथा--; हैं । 
[गह जाँच करके देखना कि वस्तुतः 4 तथा --॑ दो हल हैं-पाठक के प्रभ्यासाथ छोड़ दियां गया है" 


प्रधनावली 3.5 


निम्तलिखित समीकरणों को ८ पर हल कीजिए ; 


8,. #ंझन-6७550 
2. फीलवैनकंला0.. . 
3. औ--(7--)+7(8--7)550 
हि 4. 2#-(3+7)>न(४--3) 55० 
| 5. ७- (३०/३॥-५-2/)४+-6५/३)१ ५०० 
6. #--9-+---#>50 
9 शी--3%--श्र॑ंसत0 
8. (3+-7)--4750 
9. अऑच्य--2 
]0, 5» +-2व4ी 


0,. #लून--2--207 
3.9. संल्या-विकाय का झोर विस्तार ? 


हए देख चुके हैं कि हमें वास्तविक संख्याप्रों के निकाय का सम्सिश्व संख्याओं में विस्तार करते की 
आवदयकता पड़ी ताकि हम ४->---3 जैसे समीकरण्णों के हल प्राप्त करने में सअर्थ हो सकें। हमने देखा कि 
यह निकाय सस्मिश्न गृणांकों के प्विघात समीकरणों को हल करने में भी पर्याप्त सिद्ध हुमा । यदि हमें उच्चतर 
घाठ, उदाहरणार्थ, त्रिघात (चात-3) («एा०), चतुर्घघात (घात-4) (#धिपशा३४८); इृत्पादि समोकरणों के 
हल प्राप्त करते हों तो क्या हमें संख्या-निकाय का झौर अ्रधिक विस्तार करने की भ्रावश्यकता होगी? नहीं। 
यह सिद्ध किया जा सकता है कि सस्मिश्न संड्योग्रों का निकाय वास्तविक शभ्रथवा सम्सिश शुणांकों के किसी भी 


घत के सभो बहुपद रामोकफरणों (एणज़ाण्यांश €्पपत्नाण्ति) को हल करते के लिए पर्याप्त है। परन्तु इस 
फंथन को सिद्ध करना इस पुस्तक की सौसा के बाहर है । 


थे कक 
3.0.. ऐतिहासिक बृुष्ठिकोम 


द्विधात समौकरणों की धारणा बस्तुत: झति पुरातन है। निएषय हो लगभग 4000 वर्ष पूर्व बेबीलोग 
के निवासी द्विषात समीकरणों के बिषय में जानते थे। लगभग ]600 ई० पू० के शिलालेख, जिन्हें 'पेल टेबलेट्स' 
(६० 'द्वा॥०४) कहा जाता है, उपलब्ध हैं जिनमें द्विघात समीकरणों से सम्बन्धित अनेकों बिना हल की हुई 
समस्याएं अंकित हैं। । 

यूनान के लोगों ने भी द्विधात समीकरणों का प्रयोग ज्यासितीय समस्याओं के हल करने में किया। 
सुप्रसिद्ध गणितश यूक्लिड (क्स्म लगभग 365 ई० पृ०) ने अपनी कृतियों में प्रनेकों द्वितात समीकरण दिए हैं। 

द्विषात समीकरणों में हिन्दू गणितज्ञों का योगदान भी अति महत्वपूर्ण तथा विस्तृत है। यह कहा जाता 
है कि हिन्दुओं ने लगभग 500 ई० पु० में 'शुल्ब-्सूत्र' के समय में अपने पूजा-स्थलों का तिर्माण समीकरण 
4%0--8::--८८६5० के हलों के आमार पर किया था । झार्यमद्ट (जन्म 476 ई०) ने उस गुणोत्तर श्रेणी 
(8००फ०६/८ ४१४०४) जिसमें द्विघात समीकरणों के हल सम्बद्ध 'हैं, के योग का नियम दिया है। श्रह्मगुप्त 
(जल्म 598 ६०) ने उस द्विघात संभीडरण का लियम दिया है थो द्विघात सूत्र को तरह ही है।लगभग 850 ई० 
में महावीर ने एक समस्या प्रस्तुत की थी जिसमें एक द्विधात समीकरण तथा उसके हल का प्रयोग सस्बद्ध था। 
शमभ्रग 025 ई० में हिन्दु गणितज्ञ श्रोधर ने सर्वप्रथम द्विघात समोकरण के हल के लिए नियत 
दिया था / जो 'हिसतू-नियर्मा, (प्राफ़कण पहै॥०) कहलाता है। यही दिंशुद्य आजकल थर्ण पूर्ण करते को 
विधि (0९000 ०६ ००८:८८८६ ६६ :4:८८०) कहँसाता है । 

' अरब गणितज्ञ अस-झवारिजिसी ने सगभग 805 है० में दिघात समीकरण को हल करने की दो व्यापक 
विधियों का व्णेन किया है । वह दोनों विधियाँ यूनानियों की कृतियों पर आधारित हैं। लगभेग 00 हैं० में 
झमर-खम्थास ने भी द्विधात समीकरण को हल करने का नियम दिया था । 

यह जातना अत्यन्त रुचिकर है कि बेबीलोन तथा मिस्र के लोगों के समय से लेकर लगभग ]550 ई० 
सके जिन समीकरणों के हल किए जाते थे उनके सभी के संख्यात्मक गुणांक (कण्रगथ्यं०॥ ०0०गिल्रंद्रा5) ये । 
यद्यपि बहुत से गणितज्ञों ने जान लिया था कि संख्यात्मक गुणांकों के एक समुछ्चय की विधि दूसरे समुष्चर्यों के 
लिए भी लागू होगी परन्तु उन्होंने इसे ब्याएक रूप से सिद्ध नहीं किया। दीजीय समीकरणों (88०07४४० 
०पृणथ४7005) में अक्षर संख्याप्रों (७७ एरणग्रा/८य5) का व्यापक गुणांकों के रूप में प्रयोग करने फी सक्षम 
ठया दूर-गार्मी धारणा का श्रेय महान फ्रांसीसी गणितज्ञ फ्रेंफोइस-जीदा (540-603 ई०) को जाठा है । 
इससे भी अधिक आशचय जनक वात यह है कि बीटा एक वकील थे जो फ्रांस के राजाओं के लिए काम करते 
थे। गणित उनके लिए केवल एक शौक था। अपने इस शौक के लिए उन्हें कितना अधिक “परिश्रम! करना 
बड़ा द्ोगा ? नि श ह ह ह 
: झरबों के पश्चात्‌ लगभग 800 वर्षों तक द्विषात समीकरणों के सम्बन्ध में कुछ महत्वपूर्ण कार्य नहीं 
हुआ । गुणेतखष्छों के प्रयोग से द्विषात समीकरण के दिद्दयय में पहला महत्वपूर्ण कार्य बामस हैरियंट 
(7560-62 हं०) की कृतियों में मिलता है। घाणुनिक समय में द्विघात समीकरणों में योगदान के लिए जी 
' व्यक्ति विधेष उल्लेश के अधिकारी हैं टममें स्विटज्ञ रखैंड के गणितश लियोनार्ड श्लॉयलर (707-783), फ़ांस के 
गणितश्ञ ई० प्रेजौट (730-7783) तथा ब्रिटिय गणितज्ञ जे० ले० सिलवैस्टर (884-897) हैं । 


... दिषात समीकरण शोर हसमीकरण क 
3.8! द्विघात धसमीकरण (()७॥0796९ [7९0४800॥5) 


. प्रब हम वास्तविक गुणांकों के एक चर में द्विषात असमीकरणों के हल ज्ञात करना सीछेंगे। धृक्क चर 
में दिघात प्रसमीकरण निम्न प्रकार का एक ध्यंजक (७फ़ारकांणा) होता है: 
237 --४ ह-०<:0 (अ्रणबा<:0) ()) 
2 ह*-|-॥ 5-८>२ 0 (झचबा >> 0) (3) 
जहाँ 3, 0 तथा ८ कोई ब्रास्तविक संस्याएँ हैं तथर 8:50 हैं। 
'ह के वे मान जो बिए हुए प्समीकरण को संतुष्ट करते हैं, प्रसमोक्रण के हल कहलाते हैं। हल ज्ञात 
करने की दो विधियाँ हैं : 
विधि ]: तदनुरूपी बहुपद के गुणनखंड करके--यहू बीजगणित की विधि कहलाती है । 
विधि 7: इस विधि में असमीकरण का आलेख खींचा जाता है। यह झालेखीय विधि शहलाती है । 
शबाहरण : निम्न असमीकरण के हल ज्ञात कीजिए : 
' अन3 3००8>20 
हल : 
विधि [: बीजगणित की विधि - 
औनै-3%--8 20 (दिया हुआ है |) 
प्र्यात्‌ (४-3) (४-6) >»0 
अब यह भुणनफल दो ही संभावनाओं में ऋणेतर हो सकता है । 
स्थिति । : (४--3):20 तथा (४--6):20 
अर्थात्‌, ४-23 तथा ४>2--6 (). 
हम देखते हैं कि () के दोनों असमीकरणों को एक साथ संतुष्ट होते पे! लिए यह आवश्यक - है कि 
४723 हो । (क्यों?) 
[पाठक को घाहिए कि वह्द संख्या रेखा पर & 93 तथा :>2--6 झलेखित कर उनका अतिष्लेद 
ज्ञात करे। (देखिए प्राकृति 3.) ] 


अं - -+ -+-+////+नन+-+-+-३/-+-+-/---+के 
7 6-5-4 -3-2- 0 2 34567 
झाकति ३॥ 
रष्ट है, प्रतिच्छेद ४>>3 है । ह 
झतः स्थिति । के अनुसार वे सभी « जो ४ 93 * एप करते हैं भ्रसमीकरण के हल होंगे । 
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ल्बिलि 2 : (४--3)5:0 तथा (४--0०)<:0 (2) 
अर्थातू, ४<:3 तथा ४-७ 
यह स्पष्ट है कि यदि :5:---6 हो तो (2) के दोनों भ्समीकरण संतुष्ट हो जाते हैं । .“#. 
झलः स्थिति 2 के प्रनुसार थे सभी » जो ४<_--6 को संतुष्ट करते हैं, प्रसमोकरण के हल होंगे । 
दोनों स्थितियों से हमें ,७-|-3::--8 90 के सभी हल प्राप्त होते हैं । इन हलों में वे सभी « हैं 
खिनके सिए &5:--6 था ४3 है। 
हम संश्या रेखा पर इन हलों को निम्त रूप से निहूपित करते हैं। (देखिए आकृति 3.2) 


५55७3 
#पतापफ॑य व व4488787॥"/ 


भ्राफृति 3.2 : +--3४---8>>20 के हल 


विधि !! : शशषिशोय विधि 
हंहाएगी आतुपश उलन /(४)5+--3%--8 हैं। हम यह पहले सीख चुके हैं कि इस प्रकार के फलन 
का झायेका हि7 :हार खींचा जाता है | (देखिए आकृति 3.3) भब हमें « के वे मान चाहिए जिनके लिए 






((4,0) 








६-4,-4) - 


झाकृति 3.3 : +--3:--88>0 का भातेश तथा हुल 


द्वियात समोकरण झौर प्ससीकरण 6] 
्प ड्ु ४. ।8 20 है अर्थात्‌, 6(४)>>0 पर्थात्‌ 7>>0 है। दूसरे शब्दों में, हम « के वे मान खोजते हैं जिनके 
सखिए बच ५ -अक्ष पर या उससे ऊपर हो । 

स्पण्ट है, £ के ये मान 3 (3 सहित) के दाईं ओर या ---6 (---6 सहित) के बाईं भोर होंगे । 
अत इलों में वे सभी £ सम्मिलित होंगे जिनके लिए £5:---6 या ४>>3 हो । 
उबाहरण 2 : निभ्नलिखित असमीकरण के. हल ज्ञात कीजिए : 
ह 5:0--4::---4<:0 
हल ४ 
विधि 4 : 5.00--4.:---4 <:0 (दिया हुआ है) 
भ्र्यातू, (६४--2) (3:--2)<:0 (क्यों ?) 
अब यह गुणनफल धनेतर (707-7०ंधं४८) दीने के लिए दी संभावनाएँ हो सकती हैं : 
स्थिति  : (5-2) 0 तथा (3>--2) <:0 
अर्षात्‌, ४>> ३ तथा + <--ह (0) 
निस्संदेह « का ऐसा कोई मान नहीं है जो () के दोनों प्रसमौकरणों को एक साथ संतुष्ट करे। 
(क्यों?) ह 
अत: स्थिति | से कोई हल प्राप्त नहों होता । 
स्थिति 2: (5४--2) €:0 तथा (3४+-2) 20 
बर्धाव्‌, ४5: ह तथा ४>>--|६ 


या, -+ | हूअ॑ ड़ | 
झत: हलों में वे सब ५ सम्मिलित हैं जिनके सिए 
-+ई धभथ हे 


हम धालेख द्वारा इन हूलों को निम्न रूप से निरूपिस करते हैं! (देखिए भाकंति 3.4) 
७... मम 
>3 +2 “+ 0 4 2 8 
झाकृति 3.4 : 5:83-[-4:--4<: 0 के हल 
विधि ता : पाठक को तदनुरूपी फलन /(>) + 5%2--4%£--वं का भालेख खींचना चाहिए तथा > 


के ये मान शात करने चाहिए जिनके लिए / (४) 50 अर्थात्‌ 0 हो। दूसरे दाब्दों में, हम « के के सान 
खोजते हैं जिनके लिए वक्त £--अक्ष पर था उससे नीचे हो । 
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प्रदनायली 3.6 


. तिम्त असमीकरणों के हल'ज्ञात कीजिए । अलेखी विधि का प्रयोग कीजिए । 
(0) 5--45--4>>0 
(7) #--7४--6>0 
(7) 4--#2<0 
(9) 9--७ ०० 
(७) +४--2%-+->»0 
2. निम्न असमीकरणों के हल ज्ञात कीजिए । बीजगणित की विधि का प्रयोग कीजिए । साथ 
ही संख्या रेखा पर हलों को निरूपित कौजिए । 
(0) ४-2>-+ 3 <0 
(7) ४--4:--2]>>0 
(४) 2--%४४--2>6:>0 
(9) #-+-#४--2<0 


3.2. भुख्य संकल्पनाएँ 


जा सूत्र (//--480 <0 की स्थिति के लिए). सम्सिभ्न गुंणांकों के द्रिघात समीकरण 


सम्मिभ्र संख्याश्रों के वर्गमूल द्विघात भ्रसभीक्षरण. 





3.3 भ्रप्रिस श्रष्ययन हेतु सुझाव 


द्विधात समीकरणों तथा उच्च घातीय समीकरणों के सिद्धांतों का वर्णन निम्न पुस्तक में है : 
[[] प्र.5. पका 004 8.7. एहृजाहए। : सराष्ठाश डाइक्रात, (की ल्वापंता) शी्बतायोँा भारत 
ए०070फभाए 7.6., .,.०800०॥ (छा. 7.), 950 


रुचिपूर्ण ऐतिहासिक टिप्पणी सहित द्विधात समीकरणों के सुन्दर वर्णन. के लिए निम्न पुस्तक देखें 
(2] ॥श०एा॑5 पता: स्वैंबधाश्शाबरासट5, 8 (प्रिय 3फछए०करी, 8 0त50- 9९६९० एएञीशाड 
(एकाएक्षाफ़ वा0., 'श४5०४०ाप्रघनलां5 (ऐ.5.4.), 963 


हिस्दू गर्णितओं का योगदान अनुच्छेद .2 में दी गई पुस्तकों [4] तथा [5] में उपलब्ध है । 
बथित के इतिहास की एक महत्वपूर्ण पुस्तक भी बतुष्छेद .2 में [7] में दी गई है। 


विविध प्रइनावथली ४ 
(एकक ॥, श तथा शा पर) 
. निश्चित कीजिए कि निम्तलिल्तित में से कौन से कथन सत्य हैं : 

(7) प्रत्येक प्राकृत संख्या एक परिभेय संख्या होती है । 

(४) ऐसी दो प्राकृत संख्याएं हैं जिंतका गुणनफल शूल्य है । 
(70) किनन्‍्हीं दो विषम प्राकृत संख्या्ों का योग विषम होता है । 

(70) विषम पूर्णांक व्यवकलन की संक्रिया के लिए संवृत नहीं होते । 

(४) किन्‍्हीं दो भिन्‍न पूर्णाँंकों के बीच हम स्देव एक अन्य पूर्णांक ज्ञात कर सकते हैं । 
(४) प्रत्येक दशमलव एक परिसेय संख्या की निरूपित करता है। 
(४४) संख्या रेखा पर दो भिन्‍न बिन्दु एक ही वास्तविक संख्या को निरूपित नहीं कर सकते। 
(शाप) 0 एक परिमेय संख्या है । । 
(70) परिमेय संख्याएँ गुणन की संक्रिया के लिए संवृत् होती हैं । 

(>) प्रपरिभेय संख्याएँ गुणन की संक्रिया के लिए संबृत हीती हैं। 


ः जे ५. 5 १ श्र ध 
परिभेय ? पद परिमेय संख्या है? 
2. क्‍या 25/77 » 347 परिमेय संख्या है ? क्या प्‌: उत्नू: परिमेय संख्या है! 


क्या (3--५/7 ) (4-- ५/5 ) (3--4/7 ) (4++/5) परिमेय संख्या है ? 
निम्नलिखित परिमेय संख्याओं को सात अथवा असांत आवर्ती दशमलवों में व्यक्त कीजिए : 





3, 
34 2 
6) 9 बइ (५४) 5 
| 83 2 
(॥४/) ता (४7) उन 
रज है । 
' ()नक (४) -ऋा 
4. वे परिमेय संख्याएँ ज्ञात कौजिए जिन्हें यदि दशमलवों में व्यक्त किया जाए तो निम्न 
प्रसार प्राप्त हो: 
(0) :5.6666... (7) श्री 


(क) #&.हि . (#0.  0.255द4 
(#).. 0.23739 .. (बी) 0०274 


44, 


गणित 


5: * --2 तथा ही के बीच तीन परिमेय संख्याएँ ज्ञात कीजिए । 


यदि 9), 5 का पूर्णांक गृणज है तो सिद्ध कीजिए कि 9 भी 5 का पूर्णाक गुणज हैं । 
[संकेत : यदि 7, 5 का पूर्णाक गुणज नहीं है ती यह 5&नण या $7:--2 या %--3 
या 5£--4 के रूप की संल्या है ज़्हां #£ एक पूर्णाक है । 


,. सिद्ध कीजिए कि ,/5 एक अपरिमेय संख्या है। 


[संफेत : उपरोक्त प्रदइत 6 का प्रयोग कीजिए ।] 


3 
सिद्ध कोजिए कि द्विघात समीकरण 2४7--&-“ऊ *₹0 के मूल अपरिमेय हैं । 


2 विद 
सिद्ध कीजिए कि 2-]|- ४5, 2--/ 5, 2ल्‍// 5 तथा फल अपरिमेय संख्याएँ हैं । 
निम्नलिखित संख्याओं को आरोही क्रम में लिखिए : 

४3 + ५/5१, ५2+५/ 6, ३, ४वा- १५३ 
० तथा & को निर्धारित कीजिए ताकि <: १/6 <8 तथा 8-8 <<0.0। हो। 
क्या 0. [2[22![2 ... अपरिसेय है? क्‍यों ? 


,  » तथा » का मान. ज्ञात कीजिए यदि 


(0 2४-+-97-4#9 (0) ++4/स्क्‍टनीए ने 
(7). (») (3+आ)----०+-24 
निम्नलिखित सम्मिश्र संख्याओं को. तल में निर्ूपित कौजिए ; 


09) +]2न+-3 (0) “अं 
(7) अ | (०) -“-2-#8 
0) डे 
'तल में तिम्तलिखित विन्दुओं हारा निरूपित सम्मिश्न संख्याएँ लिखिए : 
७) (००) (४) (0,--) 
(7) (--,० (१) ( -जः 5) 
क्‍ड > [० 5] 
() (४5 ह पर) (४) (उतर ए5) 


20, 


2% 
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निम्नलिखित संकियाएँ कीजिए तथा परिणाम को ०८--8/ के रूप में व्यक्त कीजिए : 
(0  (8--35/ 89) +- ($+-25/57)-(5+/2४ 

(/) (३-4) ++ 2--(8-4-7) 

(४7) (4-+32)- (3-47) 

("० (7--श)--(३-+-4)--(--१0+-27) 

(0) (2--4/ 37) (2+<*/3 7) +6+-4 

(४). (5+ की) (--5--4)+-25+37 

(णर) (२०%२-+-३3/£-....]) (4-- 5) 

(पर) (2--3/) (2--9) (।+-१) 

. ४४3 । । ४३3 

मी) (७ (-६+४डिगे 
ह 3--27 . ५/27+)-%१३7 

(भ) पक (80 उमा 

2--87) (7 ॥ (--४3)(2--7)( 3 --४ 
(पा) (50, | (उ्त) 0--20::2:-2 
(4-|-5/)* | 

(&7) ला (रण) प्र 
(>था) शतक (0) #"+-(--27)१ 
(४० तयजवक। 


त्क्ज्क्त््झ-ख्कऋआ 
सिद्ध कीजिए कि ]--72--/४-|-॥९ 0 
सिद्ध कीजिए कि --४7०--/००..)- ४० .एक वास्तबिक संख्या है । 
निम्नलिखित संख्याओं के.व्यूत्कम ज्ञात कीजिए : 
8) 7+ता (४). --5 


यदि 2 एक सम्मिञ्र संख्या है तो सिद्ध कीजिए कि 2-+- है तथा «४ स्वेद 
वास्तविक संख्याएँ हैं । 


निम्नलिखित में से प्रत्येक संख्या के सम्मिश्र संयुग्मी ज्ञात कौजिए : 


(0) (3--7/०* .. ६899) . (६८ #7/+8) हि 


0 


बज अल 


2-- 27 


22, 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


सच्च्ति 


निम्नलिखित संख्याओं के वर्गमूल ज्ञात कीजिए : 

0) कक (४) --32 
0॥ मे ज 
निम्नलिखित का मान ज्ञात कीजिए : 


60) “+3३/-5-०२/सलाढठ +3०/-:55 
(0) (5+-$/-३$% ) (6+34५/-४६0 


(07) (+]-७/जनठ )+( 4 224 ; )+( 6 जो 
निम्नलिखित समीकरणों के मूल ज्ञात कीजिए 
(0). 29+4&5 
() $/2#४-3४+-34/2+>5-0 ' 
(0) 68---4550 
600), #(>र्न-7)+-44ल्‍%0 
(९ 3४१--7४४१--555० 
(श) (४+-7) (/+-2) (४+-3) (४-+-4) *०20 
निम्नलिखित द्विधात समीकरणों के मूल निर्धारित किए ब्रिना उनकी प्रकृति बताइए : 
0) #->+->0 (7) 77+6»--3#50 
(आ). 64/3+-4+९/३२७० (५) &/5/-$/३+4५/595० 
(७ ई#-अर्न #ैक्‍त0 
£ के किन मानों के लिए निम्नलिखित में से प्रयेक समीकरण के मूल वास्तथिक तथा 
समान होंगे ? 
(0) 3.४--४४-+-&550 
(9) $%--20/+(४-)550 
07) ६४-४६ <+ --4>--> 
निम्नलिखित समीकरणों के मूल निर्धारित किए बिना उनके समूलों का योग तथा गुणनफल 
ज्ञात कीजिए ; 


6) #ख--3 ह 6) ३#+ ४-२० 
(॥) ४/537-24/5 ४८८३ 


28. 


29. 


30. 


3]. 
32. 


33. 


34, 
35. 


36. 
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यदि ८ , & तथा ८ वास्तविक हों तो सिद्ध कीजिए कि 

दी--8१-[- ८४--०७--७०---८८०८0 तभी तथा केवल तभी होगा जबकि ध्रन्‍-/न्|ट८ दी । 
[संकेत : वग्यदि .. तो... . भाग को मिद्ध करते के लिए वाम पक्ष को <८' में द्विधघात 
समीकरण समझफ्िए ।] द 


सिद्ध कीजिए कि समीकरण 

(४4) (४--8)+-(४--७) (+--८)+-(४--८) (४--4)5८०. के सूल तभी तथा 
केवल तभी समान होंगे यदि ८---७--८ हो । 

[संकेत : उपरोक्त प्रइन 28 का प्रयोग कीजिए । | 


। 
नाक न हल जह के मूलों का योग शून्य है। सिद्ध कीजिए कि मूलों ;ल्‍ 


का गुणनफल --|#(४-+-४?) है । 

यदि समीकरण ४ (६--])25--5-४--7 का एक मूल दूसरे का दुगुना हो, तो // का मान 
निर्धारित कीजिए | 

समीकरण ८9*--४४--८८७८०0 के मूलों का अनुपात 9:4 है+ सिद्ध कीजिए कि 
४० (9-+-4)*55४%प है । ह 


सदि द्विधात समीकरण -८५१-- ४४--८5+० का एछोके मूल दूसरे का वर्ग है, तो सिद्ध 
कीजिए विः ह 


७-4१ ८- ८८ --३६७८ 
यदि « और 5 समीकरण ४?--2%-|- 3-८0 के मूल हों तो ऐसे समीकरण ज्ञात कीजिए 
जिसके मूल «--2 तथा 8--2 हों । ह 
यदि « और 3 समीकरण 2.0--5%--7 5-50 के मूल' हीं तो ऐसी समीकरण ज्ञात कीजिए 
जिसके मूल 2०--39 तथा 3«--28 हों १ ह 
वास्तविक गुणांकों के द्विधात समीकरण ज्ञात कीजिए जिनके मूल निम्न हैं : 


0) $&/हइ+3,.8/%-9 * (9) -ज्र+ 757 


2 


समीकरण 





. 7) हें (५) हे ध् 


यु ड़ 
(0 *#अआ.-शआका 
निम्नलिखित सम्मिश्र्‌ संख्याओं के वर्गसूल ज्ञात कौजिए : 


(0) #४ (6) ह#--5 
(7) ऋउनीऊं (6५) 58+9 
(५)  8-:067 (से) ऋधिकीण 


(शा) -++8--७ 


(>> 
च्फ्न्ध्ल 


हु 


च्ट्छ 


ज्> 
ध्न> 


हि 
बन 


न 
१ 


हि 


, नि त्रित्तित प्रीकरणों को ( पर हुए कीजिए 


() #-१4॥॥+(-+॥)50 
[| )#+॥-॥२(६-) ४-2 
(॥ #र(0-))॥3-+(-४) 


, नि्नित्ित सरवेप्मिका (/0॥0)) की जब कीजिए : 


॥#॥45(४--)) ((-+/) (४++]) (४+-]] 
पि ॥७--॥] है, तो 37. 3-॥ का मात जोत कीजिए | 


, भतिली विधि द्वारा वि अस्मीकरणों को हु कीजिए : 


() 4४-०0 (] ॥/-4४+<॥ 
ह) >#+%8-)७0. [0 -“४+४+8£€0 


. वौवागित को विधि द्वारा िमर अकषमीकणों को हुत कीणिए। हों को ंत्या रेखा प 
भी निर्शापत कीजिए । 
() #नैजग90 ([] #-+--॥0६॥ 


(॥ (॥-)+<0 


एक्क [५ 


घातांक 


यह एक पुनरावलोकन एकक है। यह मान लिया गया है कि पाठक घातांकों 
(९४७०ाशां$) के मल तियमों से पहले से हो परिचित हैँ तथा सरल घातांकीय समीकरणों 
(७णाशाप8] ९पृष्४धंण8) को हल करना जानते हैं। हम नीचे पुनरावलोकन हेतु एक 
प्रइनावली दे रहे हैं ताकि प्ापते जो भ्रब तक पढ़ा है उसे श्राप दोहरा सकें । यदि प्रापको 


किसी संकल्पना के विषय में कोई कठिनाई हो तो पिछलो कक्षाओं में पढ़ो गई सामग्री का 
प्रध्ययन करें । 


. यदि ४ एक शुूस्येतर वास्तविक संरुया है तथा गा एक प्राकृत संख्या, तो ४" को निम्न रूप से 
परिभाषित करते हैं : ' 


0-० है २8 ४ ,.. 22 
० ह 
३७०५० 3 पम्म-अम्हतिककनमा०॥ 520 (ड लत लि 5 कि । 


(॥ बार) 
यहाँ 4 को ब्राधार (६0७९); ॥ को & का घातांक (७४णाथा) तथा ॥" को ६ की घात गा (7, 
70०५९) कहा जाता है । 
हम परिभाषित करते हैं कि ॥९ 5८ 
परिकलित कीजिए ; 


पा श्र 
3५ (-श५ (0, (७८४)५ (-#) 

[घातांकीय संकेतन (७॥00॥0॥09| ॥0[980॥ ) का प्रयोग सर्वश्रेवम शग्रोफ़ैन्श्स (जन्म लगभा 

250 ई०) ने किया था। डायोफ॑न्टस के जीवन के विषय में कुछ अधिक जात बड़ी है। केवल इतना ही ज्ञात 

है कि सम्भवतः वे यूतानवासी ये। यूनान में एकत्रित कौ गईं सामग्री में एक बीजशणितीय समस्या* है 





अल पृललानानन जपन्थ 


* पाठक भिम्न पुस्तक का प्रध्ययत करें: हक 
थिणां5 (([06 : सिंगीशाबंयों एफणचट्टा। एव. क्षालंगा! 90, फैल गंग्राश8, 0४00 
पए्क्षज्ञाए 07658, पिल्ज ५०07८ (ए0.8./.) > 972, 7886 39, | 
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जिससे डायोफैस्टस के जीवन के विषय में निम्न तथ्य ज्ञात हुए हैं : 


| ! 
उनका वाल्यकाल उनके जीवन के 55 आग में समाप्त हुआ; उनकी दाढ़ी इससे 000 के बाद बढ़ी; 


इससे हि भाग के बाद उनका विवाह हुआ तथा 5 वर्ष बाद जनके पुत्र का जन्म हुआ। पुत्र पिता की आधी 


भायु पर्यन्त जीवित रहा और पिता की मृत्यु पुत्र से 4 वर्ष परचात्‌ हुई । 
क्या आप डायोफैन्टस की बायु ज्ञात कर सकते हैं ? उत्तर 84 वर्ष है।] 
2... (ऋणेत्तर पुूर्णाकोय) घातांकों के निम्न नियम आपको याद होंगे : 
मान लोजिए & तथा 9 दान्‍्येतर वास्तविक संख्याञ्रों को व्यक्त करते हैं और गरा तथा ॥ ऋणेतर 
पूर्णांकों को व्यक्त करते हैं। तब, 
द, थी वा -5 ब्ञाए 
न | रे यदि छा > 9 
ए. एफ हा पयून्क्र+ यदि एा€ूएफ 
जा, (27) ब्सन श्लाए 
7९. (४७)” ल्‍-| ४7 87 
हो रा ५ 
५ फ़ ) ज््छ छू 
घातांकों के नियमों का प्रयोग करके निम्नलिखित संक्रियाएँ कीजिए : 
6) (--3)"4 --2९; (--2) 
(|). (47) (७) ; (-2)(--2)75 (8) (३)! 
5 6 
द (5) | की जा, 5 हु 
(89) जे ऋ ) हल शा मे ४ 
(5) 
(0) [(-3)7' (००९; (०१९; (2४९ 
(2 (--०४१ (-$29)९; (४७) (-३०७० (१.७) 
४ के 2 हो --3>%298 ५5 
५ लक का 
8 49 347(5870)5 
(५) नं ( -- जा ८११); कण ह 
3. अ्रष हम एक शूम्येतर वास्तविक संख्या ८ की ऋणात्मक पूर्णाकोय घातों (फ९हथा१९ ॥रध्कामों 
एण०्क्5) की परिभाषित करते हैं। हम इस की परिभाषा इस प्रकार से चाहेंगे कि नियम [-- ५ यहाँ 
भी लागू हों। उदाहरणा्ं, यदि #% एक पैनात्मक पूर्णाक है तो हम ८ को इस प्रकार परिभाषित 
. करता चाहेंगे कि नियम ] यहाँ भी लागू रहे । 


अर्थात्‌ स्ल्धपथ्त 
इससे ८० की निम्न परिभाषा का सुझाव मिलता है 
यदि 4 एक शून्पेतर घास्तविक संस्या है तथा 70 एफ घनात्मक पूर्णाक है, 
क्र ०८ हा 
हम कहते हैं कि ८» तथा ८० एक दूसरे के व्युस्कस हैं। इस परिभाषा के साथ अब हम (वृणोंकीय) 
धातांकों के निम्न नियम प्राप्त करते हैं : 
यदि 9 प्रौर 9 शून्पेतर वास्तविक संल्याधों लथा 7 भौर / पूर्णांकों को व्यक्त करते हों, तो 
प्‌, 8 8 
गर, हे "00 
े [.] 
हा, ("वश ए 
09. (#)"-८४"फ 


& ग  फ्लत 
जि 
(क) परिकलित कीजिए : 
$* ; (“3)5 (/४7)5 (६)* 
(र) धातांकों के नियमों: का प्रयोग करके निम्नलिखित संक्रियाएँ कीजिए। आपके उत्तर में कोई 
ऋणात्मक घातांक नहीं ग्राना चाहिए । 
6) 424; 9)3)7; 6४6+ 6? 
लन्ड दवा 
(॥) पाक रा 
(आ) ($)7 ; (५०); (४११; [($)]7 
(५) (2737/)१ * (5724/)-5 + (674%)-7 
(७) (६); (६777४ (37)" (25) 
धीफा.. 2फाओाए 
(५) कक! उ्फराक 
4. अब हम एक घनात्मक वास्तविक संख्या की परिमेय घातों (धणाक्षा ए0कटा5) की परिभाषित 
करते हैं । पुनः यह परिभाषा इस प्रकार की होनी चाहिए कि नियम [-५ यहाँ भी लागू रहें । 
-अब यदि ८ एक घनात्मकः वास्तविक संख्या है तथा ४ एक प्राकृत संख्या है तो हमें 


;- को किस प्रकार परिभाषित करना चाहिए ? यह परिभाषा ऐसी होनी चाहिए कि 
( ल्‍ 


॥ ॥। । ह 8 ॥ क्न 
हो. | द। 2८... > थी. कतधाी पक तह अ ध च्ज 
निजता जए पे ल्न्न् 


| बार 
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डू ३० कर 
दूसरे छाब्दों में, ४" की #वीं धात ८ होनी चाहिये जो कि यह कहने के प्रमान है कि ७, ८ का 


ह ५ 
#वाँ मूल*, जिसे "4 / 2 लिखा जाता है, होता चाहिए । इससे ९" की निस्त परिभाषा का सुझाव मिलता है: 
यदि ८ एक घतात्मक वास्तविक संख्या है तथा 2 एक प्राकृत संख्या है, तो 


कै 
घ्य्र !4/ श्र 
प्रव हम ८ की परिमेय** घाल को परिभाषित करते हैं । 
यदि ८ एक धतात्मक वास्तेविक संख्या है, /४ एक्‌ पूर्णाक है तथा ॥ एक प्राकृत संख्या है, तो 


फ़््‌ 4०5 

7 व्यय ४५/ १ 

प्र हम वो भेहत्वपूर्ण परिणाप सिद्ध करते हैं । 

(0). यदि ४ एक घतात्मक वास्तविक संख्या, 90 एक पुर्णाक तथा ॥ झौर $ प्राकृत संख्याएँ हैँ, तो 


2 48 का ४५/ 4 


वरयोंकि यदि हम यह मात लें कि ""५/८९ं ->८, तो ले 


धर ८ 

दोनों पक्षों का 9 वाँ मूल लेते पर, 
व्रज्चय्टर 

जिमसे, ८ कं "१/व 

इस प्रकार, ४१५/वे रू १०/वो 


(3) यदि ॥ एक धतात्मक वास्तविक संरुया, थ॥ एक. पूर्णाक तथा ॥ एक प्राकृत संण्या है, तो 
"/ह+० (१८) 

मान लोशिए कि * ५/०/ -+ 0 है े 

तब, धावनच्फ्ा () 

प्रब मान लीजिए कि [९५/ ६ 5 ८ 

तब , ध्रन्चटी 5 

जिससे, ६० +८ (८४) रूझ टकम >| (ट०५ 

अतः (]) से, 
५... #प्(ट (9 








अप्रत्थेक धवात्मक संख्या 6 और प्राइंत संख्या ॥ के लिए एक अद्वितीय घनात्मक संझ्या & ऐसी होती है कि 
४ जन व हो। 8, 4 का आर्षां भूल (जाग 700न्‍) फहलाता है। [इसकी उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा के 
. बाहर है।] ह ह 
इकहुम एक परिमेय घातांक को सदा इस प्रकार से लिखेंगे कि इसका हु बनात्गक हो । 


' घातांक 73 
(2) के दोनों पक्षों का # वाँ मूल लेने पर, 


8955८ 


जज बड फ़ 
शर्थात्‌ , "वर्जन ४4८ 6 ) 
अतः जिशल्पत: हम ४ की परिभेय घात को लिस्‍्न प्रकार परिभाषित कर सकते हैं : 
पर्ि ॥ एक घनात्मक वास्सशिक संख्या, प्र एक पूर्णांक तथा ॥ एक प्राकृत संख्या है, तो 


पा 
के पन८ |५/ कि सन ("५/६ )" 
[एक ऋणात्मक वास्तविक संख्या की परिमेय घात की परिभाषा इस पुस्तक की सीमा के बाहर है ।] 
शेष परिणामों (7) और (7) तथा परिभाषा का उपयोग करते हुए हम (परिभेग) घातांझों के निभ्य 
बिल आप्स करते है : 
भव ८ जीर 8 धमात्यक्ष वास्तधिक संश्याज्ं को, ॥! पभ्ौर / पूर्णाफों को तथा ॥ और 4 प्राकृत संख्याप्रों 
ऐो जावध फरश्ते हों, तो ॥ 


कु. ८ पक 
है, की. हक स। जो. 0 
छ् शि न 
क्ः दी छ ५ 
प्‌ ००न्‍्न्‍न्‍्_-__।... आड 


एप: (४७) ही हक 
जज 
(क) परिकलित कीणिए : ह॒ 


5 (४ ऊ 4. _2 ४. /2॥7“ 
(8) ; (&) ; (287? ; (26) ;9 2 ; | 3 ) ; 
8 ५7 है 3) +- है दे 
(6) । (6 ई) ह को 5) 
(ख) थातांकों के नियमों का प्रयोग करके सरल कौोजिए। अपना उत्तर बिना ऋणात्मक धाताफ्षों का 
प्रयोग किए दीजिए । ' 


है| 


(0 3९ गा रह (7) (०४9०? 
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्ज्ु 2 ॥ 
8 
(॥) कक हे | (७) (० / 
5... 2५ 
34 ३३१ आह 
()) गन्ना (४) (8) 8 #)- दर 
24 १8 ग्य 
ली 7 * 
(४) (49) । कर ' (४) । 224 ; 


७ (४000) ७) (5५,४) 


3505 078% &[-/7४ 
(४) “क्या (४) 
(४0) [/9)-2* 
$, यह दुगमतापूरवक सिद्ध किया जा सकता है कि यदि / एक धनात्मक वास्तविक संख्या है, (+#॥।); 
॥ प्रौर / पर्णाक हैं तथा ॥ झौर 4 प्राहत संस्याएं हैं, तो 


गा 
ताप णा 
के 


ु --॥ “तभी तथा केवल तसी होगा जबकि प 57 हो । 
निम्न दिखित में से प्रत्येक धातांकीय समीकरण को हल कीजिए 
[) 2च्जशय [) अधि [ी) 525 (0) ४४-१9 
(४ 47*-(]6 (श) (0)"*-।000 (शो) (28) 


| 
| | 
8. ् ' 
(भा) 6 गाय 


एकक ९५ 


ग्रनुक्रम तथा श्रेणियाँ 


इस एकक में हम भ्रनुक्रस भौर श्रेणियों, विशेष रूप से, समांतर और शुणोत्तर 
श्रेणियों का प्रध्ययत करेंगे। हस सोखेंगे कि इनका योग किस प्रकार ज्ञात किया जाता 
है। किसी प्रनुकण की 'सीमा' (!प्रा/) की संकल्पना में स्थतः शोध की विधि का 
प्रयोग करते हुए श्रपरिमित गुणोत्तर श्रेणी के योग और उसके, एक ऐसी परिमेय संझया 
ज्ञात करने में जिसका वशमलव प्रसार एक दिया हुग्ना असांत श्रावर्ती दशमलव हो, 
ब्रनु प्रयोग का उल्लेख किया गया है। अंत में वर्गों श्रोर घनों के भ्रनुक्रमों पर विधार 
किया गया है । 


$8.! प्रनुक्रम क्‍या होते हैं ? 


शीला किसी बैंक में ॥0% वाषिक दर से चक्रवृद्धि ब्याज पर |5 वर्ष के लिए 000 रुपए जमा 
कराती है। पहले, दूसरे, तीसरे,'*“वर्ष के अन्त में उप्तकी राशि रुपयों में (निकटतम पैसों तक) निम्न हो 
जाती है 
)00, ।20, 33], [464.0, 60.5।, 77.56, 948.72, 243,.59, 2357.95, 
2593,75, 2853,]3, 338.44, 3452,28, 3797.5।, 4]77.26 
इन राशियों से बने क्रम को हम श्रनुक्ल (5०५४॥८०) अथवा अधिक स्पष्ट रूप से प्रिसित प्रनुक्रम 
(॥॥6 5९वृध०॥९९ ) कहते हैं । ह 
ग्रब 0 को 3 से भाग करने पर प्राप्त उत्तरोत्तर भागफलों पर विचार कौजिए। हमें निम्न प्राप्त 
होता है 


* 3, 3.3, 3.33, 3.333, 3,3333, इत्यादि । 
ये भागफल एक झ्ननुक्रम बनाते हैं। अधिक स्पष्ट शब्दों में हम इसे एक. भ्रपरिसित झ्नुक्रम (066 
इश्वृप्रथाए९) कहते हैं । यह इस प्र्थ में अपरिमित है कि इसका कहीं अंत नहीं होता । 
उपरोक्त उदाहरणों में हमते ऐसे भ्रनुक्रम प्राप्त किए हैं जिनका प्रतिरूप (एक८॥) स्पष्ट रूप से 
पहुचाना जा सकता है। परल्तु 'ऐसा सदा नहीं होता ।, 
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उदाहरणार्थ, अनुक्रम 3,2,7.2.2, -- 5, शक, 4 6 जे >>, 4 
कीजिए । । 
स्पष्ट है क्रि हस अनुऋम का प्रतिरूप स्पष्ट रूप से नहीं पहचाना जा सकता । 
अब, एवं अनुक्रम क्या होता है ? 
श्रनुकम * से हुमरा अ्रभिप्राय संस्याओों की, किसी. तियस के श्रनुसार, एक निश्चित फ्रम्त से की गई 
हयवरथा (कपद्ाह लय) से है । आगे चलकर हम अनुक्रम को स्पष्ट रूप से परिभाषित करेंगे । 
किसी अनु क्रम में श्रानें वाली विभिन्‍त संख्याएँ उसके पद ([005) कहलाती हैं । हस किसी भ्रनुफ्रम के 
: पदों को (६, ॥३,... अथबा ४8॥, 8/,--७ इत्यादि से व्यक्त करते हैं-- जहाँ प्रक्षर के साथ लिखी संख्या (६७७5००७४) 
चद फी स्थिति को व्यक्त करतो है। फवाँ पद अनुक्रम में ड़र्वी स्थिति पर दी गई संर्या होती है तथा इसे ॥, अथवा 
०॥ से व्यक्त किया जाता है। कभी-कभी जर्वों पद अनुक्रम का व्यापक पद (सशाशशं श्या) भी कहलाता है । 
इस प्रकार, विभिन्‍न राशियों के अनुक्रम में (शीला की जमा राशियाँ देखिए) प्रथम पव ॥3, 00 है तथा 
८ ]20, (+++948.72, (४--338.44, (::54477.26 है। इसी प्रकार, उत्तरोत्तर भागफलों के उदाहुरण 
में (0 का 3 से भाग देखिए) ४७४८-३3.3, ७६5८3.33333, इस्यादि । 
अनुक्रमों के कुछ अन्य उदाहरण निम्न हैं 
विषम प्राकृत संख्याों का अनुक्रम : ), 3, 5, 7, 9, ... 
सम धनात्मक पूर्णाकों का अनुक्रम : 2, 4, 6, 8, 0, !2, ... 
अभागज्य संब्या्थों का अनुक्रम : 2, 3, 5, ॥, !।, [3, ।7, ... 
जनवरी 978 में रविवारों 
की तिथियों का अनुकरम : ), 8, 5, 22, 29 
क्या आप बता सकते हैं कि उपरोक्त उद्घाहरणों में कौन से परिमित तथा कौन ते अपरिमित अनुकम हैं ? 
5.2. किसी अनु क्रम का वरवाँ पद अथवा व्यापक पद 
प्राय: बीजयणितीय मूत्र के रूप में एक ऐसे नियम को व्यक्त करता सम्भव है जिससे किसी प्रनुक्रण के 
विभिन्‍त पदों को प्राप्त किया जा सकता है। उदाहरणार्थ, विषम प्राकृत प्ंछयाशं के अनु क्रम पर विचार 
कीणिए। यहाँ, 


प्रात] 5२2४८ [--! 
धन्ल्‍नत् 35०२2 ४८ 2--] 
(4 हे 5 2 भर 3 गन 


वस्तुतः हम देखते हैं कि इस अनु क्रम का ॥वाँ पद निम्न रूप से लिखा जा सकता हैं 

का लत्आा--।, जहाँ # एक प्राक्ृत संख्या है । 

इसी प्रकार, सम घनए्मक पुर्णाकों के प्नुक्तरम में तवों पद (॥, सूत्र ॥, ४॥ से प्राप्त होता है, जहां गा 
एक प्राकृत संख्यी है । 

परस्तु अ्रभाज्य संक्याओं के अ्रस क्रम में एवों अभाज्य संख्या प्राप्त करते के लिए कोई ज्ञात सूत्र नहों है । 





+ हम प्रस्तुत अध्ययन को वास्तविक संस्याश्रों के प्रनुक्मों तक ही सीमित रखेंगे । 


जनाशिलानिगशिटि लए 


दूसरे शब्दों में, हमें यह श्रपेक्षा नहीं करनी चाहिए कि किसो श्रनुकम के पद श्रायश्यदः रूप से एक सूत्र के 
ही रूप में दिए होंगे । परन्तु हम एक ऐसी सेद्धान्तिक योजना अथवा नियम की अवश्य अपेक्षा करते हैं जिससे / के. 
किन्‍्हीं मानों के लिए व्यापक पद #% भ्राप्त किया जा सके । अतः एक श्रनुक्रम वह्तुत: एक फलन (77007) है 
जिसका प्रांत ((07थग) श्रक्ृत संख्याओं का समुच्चय (६७४) !भरे अथवा इसका कोई उपसमुच्चय (॥७६८) है। 


अ्रनुक्तम तथा श्रेणियाँ 


अब हम अझनुक्रम को निम्न रूप से परिभाषित करते हैं : 


कोई अनु क्रम एक फलन होता है यदि उसका प्रांत या तो (४ या [4,2,3,...,0 | के रूप का व का कोई 
उपसमुच्चय हो । जब प्रांत सम्पूर्ण [४ होता है, तो हम इसे श्रपरिभित अ्रनुक्रम कहते हैं । जब प्रांत ,2,3,...,& ) 


के रूप का [७ का एक उपसमुच्चय होता है, तो हम इसे परिभित प्रनुक्तम कहते हैं । 


ग्रत: हम कभी-कभी फलन के संकेतन का प्रयोग करते हैं तथा ॥, के लिए /(#) अथवा ७, के लिए 


4८(४) का प्रयोग करते हैं । 


जब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


झुदाहरण | : 


(9) 
(॥) 
हल : (9) 


() 


इस प्रकार, 


(॥) 


उदाहरण 2 


:. अनुक्रम 4(# न 


निम्त से परिभाषित अनुक्रमों के प्रथम तीन पद ज्ञात कीजिए 
व॥लत्॥(मर्न- ) (॥) ()च्न्पप्‌ 
ना र्गँ विफल ] 6 
क्रतत(४-) 


॥<5,2 तथा 3 प्रतिस्थापित करने पर हम निम्न तीन पद प्राप्त करते हैं : 
दायर (2) 552, 42: 2(3)556 तथा 6;८०३(4)5-2 


7(ह४) स+ कम 


()ब्पर्गत) ,. (2) ल्‍5| तथा /(3) 5१ 
फैल शार--]6 

% में ॥-5!१, 2 तथा 3 प्रतिस्थापित करने पर हम. निम्त तीन पद प्राप्त करते हैं : 
धन --655--.5, ह 
/॥४स+27--65-5 --!2 तथा 
(स+3१--]6-:--7 


॥(४--3) 
गन॑-] 





का 7 वाँ पद क्‍या है ? 


हल : हम #न्‍र ]7 प्रतिस्थापित करते हैं तथा निम्न प्राप्त करते हैं : 


अतः: , 


के (।7) 4 + है अल हट 
]7 वाँ पद <हु? है । 


78 गणित 
उबाहरण 3: निम्न अनुक्तम का 960 वाँ तथा 96]व4ाँ पद ज्ञात कीजिए : 
-7-- > मदि # किसी प्राकृत संख्या का वर्गे नहीं है . 
63, . मेंदि # किसी प्राकृत संख्या का वर्ग है . 


हल : क्योंकि 96-53]7, भर्थात्‌ 96] प्राकृत संख्या 3] का वर्ग है, भतः 66756) 


साथ ही, क्योंकि 96 एक प्राकृत संख्या का वर्ग है, मत: स्पष्ट है कि 960 किसी प्राकृत संख्या का थर्गं 
नहीं है। इस प्रकार 


960 960 
ई%0 77 छह 6... 7 5 06$ 


अत:, 960 वाँ पद 068 है तथा 96] वाँ पद 63 है । 


उदाहरण 4: निम्न द्वारा प्राप्त अनुक्रम के प्रथम पाँच पद ज्ञात कीजिए : 


( 4) ॥ 
कक ५ ७0... लय 2 8 श्र 2 


हल ; घटा क्रान्सा 
ह्रल्॑2 प्रतिस्थापित करने वर, 
धश्स्क्ा न 2>53 ॥॒ 

क्रमश: ४:८3, 4 तथा 5 प्रतिस्थापित करने पर हमें निम्न प्राप्स होता है : 
8 स्व 2-55 
84ल्‍543--2<57 

तथा ४६ -व८--2४559 
इस प्रकार, प्रथम पाँच पद ],3,5,7 तंथा 9 हैं । 


#उदाह्रण 5 :. मान लीजिए ८ (४), 9 पदों का एक परिमित अनुक्रम है (जिसके पद ८ (]),4(2),....०९(9) 
निम्न रूप से परिभाषित हैं : 


कचनक 


यदि $ के दशमलव प्रसार में अंक # असंख्य बार (॥रीटए गरा809 (768) 


|. भातां हो 
लव | 2, यदि ई के दशमलव प्रसार में अंक # विषम बार (060 ग्रणा।0ल' ० प८5) 
“तल + 
| गाता हो | 
| 3, यदि ई के दशमलब प्रसार में अंक / सम बार (€एक्षा ॥रप्राएथ' ० धा॥०5) 
[| आता हो 


अनुक्रम तथह श्रेणियाँ १9 


इस अनुक्रम के सभी पद ज्ञात कौजिए । 
हल । ८(!) के लिए हमें सर्वप्रथम यह निर्धारित करना है कि ६ के दशमलव प्रसार में अंक | कितनी 
बार आता है। यह केवल एक बार अर्थात्‌ विषम बार श्राता है। अत: 4 ()552 
अंक 2, ह के दशमलव प्रसार में, 0 बार आता है (अर्थात्‌ यह नहीं आता) । क्योंकि 0 एक सम संख्या 
है, अतः ८(2) 53 । इसी प्रकार, ८(4)-5०(5)-5०(6)5-:4(7)-5८(8)--०(9) ल्‍८ 
अंक 3, असंख्य बार आता है। इस प्रकार, ०(3)८६ 
अत: इस प्रनुक्रम के पद 2, 3, !, 3, 3, 3, 3, 3, 3 हैं । 
अंत में हम एक ऐसे परिमित प्रतुकरम का उदाहरण देते हैं जहाँ पदों को व्यक्त करने का नियम तो दिया 
है परन्तु हम स्पष्ट. रूप से पदों को ज्ञात नहीं कर सकते ! 
#उवाह्रण 6: मान लीजिए ८(४), 0 पदों का एक परिमित धनुक्रम है जिसके पद 
० (), 4 (2),..., ८ (0) निम्न रूप से परिभाषित हैं: 
,], यदि ऋ के दशमलव मान में अंक # असंखझ्य बार आता है 
4(होनन 4 2, यदि & के दशमलव मान में अंक # विषम बार आता है 
( 3, यदि # के दशमलव मान में अंक # सम बार जाता है 
तथा ८ (0)--, 2 अथवा 3, जो अंक 0 के उपरोक्त प्रकार से घटित होने पर निर्भर करता है । 
डिप्वणी : हम जानते हैं कि 5 का बवामलव मान असांत अमावर्ती हैं तथा अभी तक केवल 500,000 
स्थानों तक ही इसका मान परिकलित किया जा सका है (देखिए अनुच्छेद .8) । अतः यह कहना सस्भव नहीं 
हैं कि दशमलव मान में अमुक अंक कितनी बार आता है। इस प्रकार, इस परिमित अनुक्रम के प्रथम पद तक का 
निर्धारण भी करना सम्भव नहीं है। 


प्रदनाथली 5, 


उन भनुक्र्मों के प्रथम पाँच पद लिखिए जिनके /वें पद निम्न हैं : 





2#--3 
!, वचन हर 2, कसर (--)"४ $ ४३ 
दे 4८ 
3. #न्‍न्‍2 2 00867 व 


5. गहन 2, 3: थक 


(ह--] ) (2#--) 
6 


भणित 


उंत अनुकर्मों जिनके #वें पद (अर्थात्‌ व्यापक पद) निम्न हैं, के दर्शाएं गए पद ज्ञात 
कीजिए ; 


१... # स्+4#--3; 8 वाँ पद, 2] वाँ पद 


7 
8... कि सा वुह3 / 


9, ४४ (--)%*; ४ 


0. मलुक्रम 6 [#), ८ (ओ)न्‍ह(/--) (7-2) (४-3) से परिभाषित है । दिखाइए कि इस 
अनुक्रम के प्रथम तीस पद शून्य हैं. परन्तु शेष सभी पद घनात्मक हैं । 


निम्न सूत्रों हरा दिए गए अपूक्षमों के प्रथम छ: पद ज्ञात कीजिए: 
॥।... दा पर 4४5०2, धक्का 4%..2 "5 त (४7>2) 


कानों, 


9 
2, धार --], कत्ल (#>2) 


3. ब्रासच्वाशस्त, वकसस्थ+-प 4-8. [7४22 ) 


[प्रश्न 3 के अनुक्रम के पद फिबोनाशी संख्याएँ (॥0क्षट्ल॑ ऋाएऐश$) कहलाती हैं 
जिनका नाम इटली के महान गणितज्ञ लियोनारडो|फिबोनाशी (770--250 ई०) के नाम 
पर रखा गया थां। गणित के लिए उनका योगदान शीर्षस्थ है। यद्यपि हिन्दू गणित अरबों तक 
पहुँच चूका था तथापि भध्य थुग में इसके यूरोप में प्रभाव तथा प्रसार का श्रेय फिबोनाशी को 


ही है। 


202 ६० में फिबोनाशी ने बीजगणित पर एक्र पुस्तक लिबर अ्रबासी (0 8४४८) 
लिखी तथा उसमें प्रसिद्ध खरगोश समस्या (7869 7०फांशा।) प्रस्तुत की जो निम्न है : 


खरगोशों का एक जोड़ा प्रल्पायु होने के कारण प्रथम मास में संत्तानोत्पत्ति नहीं कर सकता । 
द्वितीय तथा प्रत्येक उत्तरोत्तर भास में वे एक नए खरयोशों के जोड़े को जन्म देते हैं। इसी 
प्रकार खरगोशों का प्रत्येक नया जोड़ा भी अपने द्वितीय तथा प्रत्येक उतरोत्तर मास में एक नए 
जोड़े को जन्म देता है। अगर यह मान लिया जाए कि किसी खरगोश की मृत्यु नहीं होती तो 
प्रत्येक मास के प्रारम्भ में खरगोशों के कितने जोड़े होंगे ? ] 


प्रनुकन तथा श्रेणियाँ 8॥ 
हम आकृति 5.] में दर्शाई गई स्थिति प्राप्त करते हैं । 


स्ल्ज्तु 6 ४६ कताती : ॥ शा 04 


डजां छा 82006 ॥00(0 5 4 99॥# // 

शाशां 6 पाप गराठात । 2705 60,4, 88 
(44 27000080 ॥#7 560070 /70// ) 

छा! ता ठञाधी ताणापी ;. 3 9878 ७४, 88, 20 
(4 89777 /0/07५2० ) 

8(8 0 कवि 700 ; 59208 &/6, 88, 00, 

00, ६६ 

(44 १9०7 0700700,|88 07०00०० 0 
8200776 770/// ) * 
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इस प्रकार, प्रत्येक मास के प्रारम्भ में इन जोड़ों की संख्याएँ सुप्रसिद्ध फिबोनाशी अनुक्रम 
बनाती हैं ।] 
[4.,. ७&स-+ध॥+--४#--2८ द्वारा परिभाषित अनुक्तम पर विचार कीजिए । यदि #/--३, /;४०3 
तथा 475-3 हो, तो दिखाइए कि 3॥-5]7#२--87४-- 454 


5.3. समांतर श्रेणियाँ (0एंतावलाए शि०ट्ठा/8४आं०ा5 प्र्यात ७, 9.) 


झ्ाइए विषम प्राकृत संख्याप्नों के अनुक्रम 


]3, 5, 0 9, ..., शान), «५ (५) 
अथवा, सम धनात्मक पूर्णाकों के अनुक्रम 
2, 4, 6, 8, [0, [2, , , . शा, »« » (9) 


पर विचार करें । 
(4) में हम देखते हैं कि ॥ -ू |, ॥५ नर 3- नई 8-2, 8 नत $ ८८ ४--2, ॥ कं «२ ४-2, 
इत्यादि । दूसरे शब्दों में, प्रथम के प्तिरिकत प्रत्येक पद एक 'निश्चित' ढंग से 'प्रगति' (9027९5६) करता है। 
(8) में हम देखते हैं कि / उ८ 2, 2 झूम 4 | न 2, 8 7 6 कई 8 न 2, 6 ऋौह (7-2, 
इत्यादि । पुनः प्रथम के अतिरिक्‍त प्रत्येक पद एक निद्िचत ढंग से 'प्रगति' .करता है। हम देखते हैं कि 
प्रथम के अतिरिक्त कोई भी पद स्वयं से तुरन्त पिछले पद-में एक निदिचंत संख्या जोड़ने से प्राप्त होता है। 
इस प्रकार के अनुक्रम समांतर श्रनुक्रम (कतिालशांट 5९वृष्श2८०5) अथवा सम्ांतर श्रेणियाँ, (क्षातगाला? 
.7०१7९६६0०॥5) कहलाते हैं | संक्षिप्त हूप में इन्हें ७. 9. भी कहते हैं | दूसरे शब्दों में, समांतर अ्रनुक्रम अभ्रथवा 
' समांतर श्रेणी वह प्रनुक्रम है जिसका प्रथम के भ्रतिरिकत प्रत्येक पद स्वयं से तुरन्त पिछले पद में एक निश्चिचत संख्या 
जोड़ने से प्राप्त होता है। निश्चियत संख्या सा्व श्रन्तर (८एाशधणा हीलिशाए०) कहलाती है तथा इसे प्रायः 0 से 
व्यक्त किया जाता है। प्रथम पद को प्रायः 8 से व्यक्त किया जाता है। इस प्रकार, एक समांतर श्रेणी मे 
# नस तन -5 ८४ (॥>> |) होता है । | 
(6) में 4 न्‍्ू]। तथा 552 है। (8) में 4 ८2 तैचा 6८52 है| 
समांतर श्रेणियों के कुछ अन्य उदाहरण निम्न हैं : 
6, ], 6, ), -- 4, -- 9, ... ; ४ ज्ू 6, ध हर --5 
| +] + 4 --१ - 0, - 3, ... | 4 क्र ++ 4 न्‍ूू --3 
४ ]+ ३७ ४ न 8, > | 50 > +- 98, ,. . | 4 क्र 5 ++ 3#, 4 5 48 


5.4 .समांतर श्रेणी का गंवाँ श्र्थात्‌ व्यापक पद 


बाइए, एक समांतर श्रेणी जिसका प्रथम पद *'८' तथा साव॑ ग्रन्तर ८ है पर विचार करें। -इस श्रेणी 
के प्रथम कुछ पद क्‍या होंगे? हम प्रथम पद में 'ध' जोड़कर द्वितीय पद प्राप्त करते हैं। इस प्रकार, 
8 नर 4 + 4। इसी प्रकार, & में ४ जोड़ने से तुतीय पद, प्राप्त हो जाता है। प्रतः ॥; नर ॥ _- मा, अर्थात्‌ 
9-7 4 +- 24। हम इन्हें तथा कुछ ग्रन्य पदों को तीचे लिखते हैं : ह 





है ्। 
प्रथम पद, विकाध्र कस वन (॥-]!)वं 
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रे $ 
दूसरा छद, ६ क्‍स्धर्ज-वें न्‍त व न (2--) 4 





रे है 
तीसरा पद, ॥$ रू धर्न-2 5 ० न॑ (3--) ८ 
| हु पर 
चौथा पद, 6 तन धर्न॑उच5 4 + (4--) 4 


पाँचवाँ पद, ( न| वरन-4 ८5 4 + ($--) ह 
क्या आप इसमें कोई प्रतिरूप देखते हैं ? हम देखते हैं कि प्रत्येक पद ८ -|- (पद संख्या--) ८ है । उदाहरणार्षे, 
6 वाँ पद क्या होगा ? 
6 रू व न॑- (6--!) व करन 4 +- उधे 
क्या अब आप बता सकते हैं कि तर्वाँ पद अर्थात्‌ व्यापक प्र क्‍या होगा? यह घिद्ध किया जा 
सकता है कि 
४ नाते & न (7--) थे 
ग्रव हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


उदाहरण  : समांतर श्रेणी 6, ], 6, [, --4, --9, . . . का [8वाँ, 23वयाँ तथा कर्दा पद झाल, 


कीजिए । 
हल : यहाँ, 4 तू 6 तथा ८ ८5 -- 5 है। इस प्रकार, 
68 क्र 4 न (8--) ४ रू 6 + 7 (--$) + .-- 69 
8784-22 556--22(---5)55--५4 
तथा &ख्ूवरन-(॥-7- )45]6--5(॥--। )-52|--३४ पु 
उदाहरण 2: म्ममांतर श्रेणी (--38, ४-४, ४-5७, >-- १, ...का व्यापक पद ज्ञात कीजिए । 
हल: यहाँ ४5२४-3४ तथा 6>-48 है। 
इस प्रकार, बनता (--39) ४ --)48 
अर्थात्‌, | हिताशन-व ह- हवा 


उदाहरण 3: एक स्मातर श्रेणी का प्रदन प्द---?१ सवा दश्याँ गद 6 है॥। इसका [वा पद 
निर्धारित कीजिए | 48 5 
हल: किसी सर्मांतर श्रेणी के व्यापक पद के सूद में दो लक्षात 'ा तथा ४ होते हैं। इस प्रश्न में हमें 
दो प्रतिबन्ध अर्थात्‌, -६--2 तथा 777:-६।6 दिए हुए हैं। इस प्रकार, ;़ 
वक्‍त्दच्म--2 | 
ह0सक्ध्वर्न-9ध-5 6 $ 
हम इनकों। युगपत्‌ समीकरणों के रूप में हुल करते हैं तथा निम्न प्राप्त करते हैं : 
| च्ल-2 
तथा .. .. बंसच2 
अतः, 8575४ | 4&-२--2-+-4(2 ) 26 


हब 


गणित 


प्रदयावली 5.2 


निम्न में से प्रत्येक समांतर श्रेणी का “४ ज्ञात कीजिए तथा उसके अगले चार पद 


लिखिए 
[6. 0, -+-३3, +56, +>9, .«- 
3 
2.  +-]+ प्र ख्ः ०३४ 
3. अर्नीऊ अ++», ४5३७ «««» 
हि थ 
की कह 
निम्नलिखित समांतर श्रेणियों में से प्रत्येक के सामने लिखे पद ज्ञात कीजिए : 
5. 455३3, धं552; 90, 
6, ब्त्ल । ब्त्प 78, कि 
7, नै । + 52 5 5३3, “-॥«०० 4 /300 
है. ॥--++ 8-०2, ॥--३,..० ; 
9. उस समांतर श्रेणी का 25वाँ पद ज्ञात कीजिए जिसका 9वाँ पद--6 तथा साथी 
क्षंतर -- हैं। 

0. एक समांतर श्रेणी के प्रत्येक पद को दुगुना कर दिया जाता है। क्‍या इस प्रकार प्राप्त 
अनुक्रम भी एक समांतर श्रेणी है ? यदि ऐसा है, तो इस श्रेणी का प्रथम पद, साव॑ अंतर 
तथा #वाँ पद लिखिए । 

]. यदि एक समांतर श्रेणी के 7र्थ पद का 7 गुना उसके ।]वें पद के ।| ग्रुने के बराबर है, 

तो दिखाइए कि उसका [8छवाँ'पद शून्य है । 

]2. यदि एक समांतर श्रेणी के' वें पद का % गुना उसके #वें पद के # गुने के बराबर हो 
तो सिद्ध कीजिए कि उसका (कर्ज॑-एोवाँ पद शुज्य है। 

]3, एक समांत्तर प्रंणी का दुसरो तथा > वाँ प्रद ज्ञात कीजिए जिसका छठा पद |2 तथा 8वाँ 
पद 22. है । 

4, एक. समांतर श्षेणी का तीसरा पद %' है तथा चौथा पद “८ हैं। 0वाँ तथा ब्यापक पद 
ज्ञात कीजिए । 

5. सर्मातर श्रेणी 5, 2, --], ... का कौन सा पद --22 

6, # ज्ञात कीजिए ताकि //-- 2, 4/--6 भौर 3३६--2 किसी समांतर श्रेणी के तीन क्रमागत 


(००ाइ०८प्रपए०) पद हों । 


+ 
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38.5 एक समांतर श्रेणी के ? पदों का योग 


महान जन गणितज्ञ काले फ्रेडरिक गौस जब प्राथमिक विद्यालय में थरे तो उनके अध्यापक ने उत्तकी 
कक्षा से प्रथम 00 प्राकृत संख्यात्रों का योग ज्ञात करने के लिए कहा । जबकि कक्षा के शेष सभी बिद्यार्थी इस 
समस्या के लिए संघर्थे कर रहे थे, गौप्त ने अति अल्प समय में इसका उत्तर प्राप्त कर लिया था। हम नीचे 


फिसी समांतर श्रेणी के # पदों का योग ज्ञात करने के लिए, गौस द्वारा प्रयोग की गई विधि के प्रकार की, एक 
विधि दे रहे हैं 


मान्‌ लीजिए कि समांतर श्रेणी का प्रथम पद 'धा तथा सा अंदर '८' है। आइए इस श्रेणी के प्रधम 
# पदों के योग को ,७, से व्यक्त फरें। तब 
$ चच्ब ने (बन:4) +- (१-2०) + -« + [४ +- (४--2) 4] 
[८ + (४-/) ४] 0) 
इस योग को प्राप्त करने की एक 'युक्ति' यह है कि &, को फिर से निम्न रूप से लिखें: 
&$ नत [व न (७-) 4] + [० + (४-2) ॥] + [० + (०-3) ॥ै] + .. 
+ (ध+4)-+-० (2) 


श्रब हुम (]) तथा (2) को एक-एक पद करके जोड़ते हैं। हम देखते हैं कि () के किसी भी पद 
तथा (2) में उसके तदनुरूपी पद का योग 26 -- (४--) ८ है । उदाहरणार्थे, 
4 +- [व न (४--) 4] न्‍हू 24 +- (४--) « 
(4-4) + [4 -+ (४-2) ४] ल्‍5 24 +- (४--]) 4 
(न-24) + [० +- (४-3) ४] 55 24 +- (#--) 4 


[४ + (४-2) 4] + (०+-०) कर 26 न-- (४--) ४ 
[6 ++ (४--) 4] न॑+ 6 कस 24 न (#--) 4 


हम 2८ -- (४--) ८ कितनी बार प्राप्त करेंगे ? यह स्पष्ट हैँ कि () तथा (2) में प्रत्येक 
$ के # पद हैं। अतः हम निम्न प्राप्त करते हैं 


24% नी ॥ [24 ++ (४--) 4] 

अर्थात्‌, 8, ८ ाः 28 न (॥-- )9 ] 
: भय हम कुछ उदाहरण लेते हैं ! 

जबाहुरण : प्रथम 00 प्राकूंत संख्याश्नों का योग ज्ञात कीजिए । 

हल : यहाँ ८ 55 |, 4 5 | तथा # 5 00 है। 
इस प्रकार, 5900 सतत 5 2() + (00--) | 

ने 50 (0) 55 5050 
उदाहरण 2: प्रथम # प्राकृत संख्याओं का योग ज्ञात कीजिए । 


86 गणित 
हल : यह उदाहरण | की तरह है। 
इस प्रकार, $ न रा 2 ( ) + (४--) ! 
न्‍| तू (#-) 


मह कि प्रथत ५ प्राकृत संख्यात्रों का योग है, एक महत्वपूर्ण परिणाम है और इसका गणित 
में बहुत उपयोग होता है । 
[दम देखते हैं क्रि उदाहरण ।, उदाहरण 2 की वहू विदेष अवस्था है जबकि # 5८ 00 है। | 
अमरीका के समपित गणितीय शिक्षाविद्‌ पॉल रौसिनेब्लूम ने कहा है कि “विचार्रों के माध्यम में 
मुत्दश्ता की रचना करना गणित का उद्देदय है।' गणित की समस्याओं को एक से भ्रधिक विधियों से हुल करने 
में सक्षम होना हर्ष का एक स्रोत है तथा अति आनन्ददायक हैं। हल नीचे प्रथम प्राकृत संख्यात्रों का योग ज्ञात 
. करने की एुक शप्ण बलि दे रहे हैं 
58 पल | | 2 ++ 3 -+- ना 
आहए, सर्वव्नमिका ४२--(/---।)१--2॥:-- लें । 
हम इसमें बारी-बारी से ;--,2,3, . . . , # प्रतिस्थापित करके निम्न प्राप्त करते हैं : 
3..--07--2 (।)--) 
28...7-52 (2)--] 
35---2%--2 (3)--] 


(#--)7४०2 (ह)--! 
जब हम जोड़ते हैं तो हम पदों के कटान (टद्वाट्शी४0०ा) में एक प्रतिरूप देखते हैं। कया जाप यह 
प्रतिरुष देख शकते हैं? इनका योग बंगा है ? हम निम्न ”'प्त करते हैं: 
क्ौत-07 ८८३ ([--१4-3 न .. - नह) +#४ 
बर्थातू, #१०४ ६5%! 
इस इकाई, (:. ८ “ लक 


[पोडृत बच हुए ९ 
छाई 7: । छः इस वि को। € 





वाणी-कर्ी हुओं फिती स्मांसर जेणी का केदल प्रथल पद तथा प्रथा पद ही विया होता है। आपको 
बाद होगा कि हुमें धुमान्तर श्रेणी के दो अश्ातों के मान शात करने के लिए क्रेवल दो प्रतिबस्धों को ही आवश्यकता 
- दीती है! हम हल फा योग शौसे जात शरते हैं ? आइए, इसे अधिक सरल करने के लिए एणें पद को प्रंतिम पद 
(॥७86 (४४0) कहें तथा इसे '!' से व्यक्त करें। _ 


बत.. &॥ल्‍८ ब4न- (4कबी..+- (ब्न-28) +..+ (7-०) +/ 


झनुक्म तथा श्रेणियाँ | 


पहले की त्तरह हम निम्न प्राप्त करते है : 
2 &$॥ न ॥ (ध--7) 


कर्थातू, $रत जू (++ ) 


दूसरे शब्दों में, प्रथम ॥ पदों का योग, प्रथम पद तथा श्रंतिम पव (श्रर्थात्‌ परे पव) के सध्यमान 
का 7 गना है। 
हम कुछ और उदाहरण लेते हैं । 

उदाहरण 3: ! तथा 00 के बीच उन सभी प्राकृत संख्याओं का योग ज्ञात क्वरीजिए जो 3 की 
गूणज हैँ । 

हुल ; यहाँ 4८८5३. ध#२३ तथा /5599 है। (क्यों ? ) 
सर्वप्रथम हमें # ज्ञात करना चाहिए । हम देखते है कि 


वैन (#--।) ते 
अर्थात्‌, 3-+-3 (#--) 599 
इस प्रकार, कस) 
शा 33(3.4 99) 
तथा &$,, ं+ 43 5683 ह 
उदाहरण 4: 75 योग .प्राप्त करने के लिए समांतर श्रेणी ।, 4, 7, ... के कितने पदों को 


भावश्यकता है ? है 
हल : यहाँ ध-८।, 6८53 तथा &,5-75 है। हमें # निर्धारित करने की आवदयकता है। हमे 
5, का सूत्र प्रयोग करके निम्न प्राप्न करते हैं : 


पा5उक--न [2 (॥) +- (४--) 3 | 
अर्थात्‌, 3॥*---३४-- [430 -5 0 


यह # में द्विपरात समीकरण है | इसका विविकतकर घनात्मक है । हम ह्विधात सूत्र का प्रयोग फर सके, 
हैँ तथा निम्म प्राप्त करते हैं : ह ' 


>  ः जप) 40 _ ऊ रिहा _ 
गन शव स्स 
3 न+ 
इस प्रकार ,#न्‍न- ्् अर्थात्‌ 22, लक 





निश्चय ही पदों की संख्या --- क्र नहीं हो सकती (क्यों ?)। श्रत: वांछित पदों की संख्या 22 है । 


उदाहरण 5: एक समांतर श्रेणी के प्रथम तौन पदों का योग 36 तथा इनका गुणनफल 620 है। 
वह श्रेणी ज्ञात कीजिए । चर 

हल: गणित पें समस्याएँ हल करते के लिए हम सर्देव “श्रेष्ठ. विधियाँ खोजते हैं। हम यह मान सकते 
हैं कि प्रथम तीन पद 6, 4--४ तथा ८--24 हैं । परन्तु इत संल्‍्याओं का गुणनफल कुछ कठिन होगा तथा, 
दिए गए दोनों प्रतिबन्धों को युगपत रूप से हल करने में अधिक समय लगेगा । 
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एक 'छेष्ट' विधि यह है कि संस्याओं को व-- ७, 6 तेथा 6--० मान लिया जाएं। धब हमें तुश्त 
निम्न प्राप्त होता है : 


36 +4)+-०+(४न॑ 4)२52५ () 
तेथा 6(४/--५*)--।620 (0) 
(।) से, 452 
(2) मैं, [27--6%--|35, अत; ८४८०9 
जिससे ध-- -|-3 


इस प्रकार हम निम्न दो समांतर श्रेणियाँ प्राप्त करते हैं : 
4-35: 9, 2, 5, 8, 2।, 24, 27... 
| धत्ा+--3: ॥5, 2, 9, 6, 3, 0, --३3,... 


दोनों समांतर श्रेणियों में प्रथम तीन पद दिए हुए प्रतिबन्धों को संतुष्ट करते हैं । 


उदाहरण 6: एक किस्तान [2000 २० में एक पुराना ट्रैक्टर खरीदता है । वह 6000 रु० का नकद 
भुगतान करता है तथा शेष रकम की 500 रु० की वाधिक किस्‍्तों में देने का वादा करता हैं। साथ ही 


भुगतान ने की गई राशि पर !2% की दर से व्याज देता है। इस प्रकार उसे ट्रैक्टर का कुल कितना मूल्य 
देना पड़ेगा ? 


हल : किसान 6000 झपये नकद देता है। शेप 6000 र० की राशि वह 500 र० की वाधिक किस्तों में 
अदा करता है' तथा इसके प्रतिरिवित भुगतान गे वी गई राशि पर ब्याज भी देता है। क्या श्राप बता सकते हैं 
कि उसे ऋण चुकाने में कितने वर्ष लर्गंगे? स्पष्ट है कि [2 वर्ष लगेगे। पहले वर्ष के अन्त में उसे कितनी राशि 
देनी पड़ती है ? वह निम्त राशि अदा करता है 


४२००० अर्थात्‌ [220 रुपये । 
00 
में तर 500 »८ 2 
पूसरे बर्ष के अन्त में वह कितनी राशि देता है ? वह 500 -- पा ह अर्थात्‌ 60 २० अदा 


करता है । 
यह स्पष्ट है कि प्रत्येक वर्ष बह पिछले वर्ष से 60 रुपये कम अद्दा करता है जोकि उसके मूलघन के 


भाग 500 रु० पर ब्याज है । इस प्रकार हम एक सांतर श्रेणी प्राप्त करते हैं. जिसमें --220, धंस+--60 
तथा क 52 है | 


2 
अत: &.४-२ | 2(220) + ! ( --60) | -+0680 


निस्संदेह, वह 6000 रु० नकद दे चुका है । अतः उसे ट्रैक्टर का कुल मुल्य 6680 २० देना पड़ेगा। 


एक पा छो 


0. 


॥, 


2. 


43, 
44, 
5. 
46, 


४] 7 


#[ 8. 


पु फी ए ऐउ 55 


अशए् धलाय >उग्यियाँ $9 


मिलन मे मे सल्पेक्ष पझ 





धिर भी मे पब्मुत्य दिए हुए पदों का बोग ज्ञात कीजिए : 
89. ॥, & ---) होते कड, 8 पसे 

लोति,5 , >ै>4 0 , २5 है , .-.; ह) पद , 50 पद्ध 

लटक क्‍9, ..; 5] पद, 32 पद 

६; ७ है ७ ऊल्‍ऊ ये ह] पद 
खा हक औजाओ  ऋत-39 , ७ हठे पद, # पद 

ह 3 गे ७] ही 7 । ] 09 पद, 200 पद 

2,4,6,8, ..4 [00 पद, # पद 

]00 तथा 000 के बीच की उत्त सभी प्राकृत संख्याओं का थोग ज्ञात कीजिए जो 5 कौ 
गुणज द्वैँ) 

यदि #552 तथा /;८522 हो तो समांतर श्रेणी के प्रथम 35 पदों का योग 
निर्धारित कीजिए । 

0२० * २००. किक. | रा प ०. ] |] ह् केत रो 

«>25 योग आाप्त करने के लिए समांतर श्रेणी --. 6, -- केश गा के कितने पदों की 
आडश्यकता है ? 

निम्न में से प्रत्येक नेणी में 7, 4, #, 4 तथा ,७ में से जो नहीं हैं उनका निर्धारण 
कोजिए हे 


हि 


क्षदपम नीता है) परम+ 3 3935... वह 


!7 
ध्क्ख्जु» न न्न्लु । ग्पःछत ] 
ईनन्‍न्‍ह , हतत8 , ७8 २२ -- 30 


धंज्स है , /50 , #-०20 

जा --53030 , +--१530 , ##57 
एक समांत्तर श्ैणी में ८८-०2 है तथा प्रथम पाँच पदों का गोन अगले पाँच पदों के थोग का 
एक-चोथाईं है । सिद्ध कीजिए कि 8४०85६--१व2 है। 
[संकेत : एक समांतर श्रेणी &, ८--४, ०--2७,. . पर विचार कोजिए। 
तब ,$ >+ह [०--(०--4०४) अगले पाँच पदों में प्रथम पद 4--5८ तथा अन्तिम पद 
4न-9व होगा, इत्यादि ।] 
एक समांतर श्रेणी, जिसके प्रथम # पर्दों का योग 2#--3%* है, का » वाँ पद ज्ञात कीजिए । 
[सफिल : /,२२:६,--४-.३] 
3 अंकों की उन सभी संख्याओं का योग ज्ञात कीजिए जिन्हें यदि 4 से बिभाजित किया 
जाए तो ! शेष बचे ( 
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9. हरि एक मकान 22000 ₹० में खरीदता है। बहू 4000 ८० नकद तथा शेष रक्षम 
000 २० की वाधिक किस्तों में अदा करता है तथा भुगतात न की गई राशि पर ॥0% 
बाधिक ब्याज भी देता है। इस प्रकार उसे मकान का कुल- कितना मुल्य देना पड़ेगा ? 


5.6 गुणोत्तर श्रेणियाँ (9९0शाशा८ ए०ट्रा८५आं०॥ श्रर्धात्‌ 6.7.) 


आइए निम्नलिखित अनुक्रमों पर विचार करें: 


2, 4, 8, 6, ..., 2 । | ्ः ह (4) 
] ] । ] ] ' 

-प् जा “क्र हा! 5० | 5), -“ (#) 

-0, .000।, ,00000], ..., (:0)" (८) 
9 9 9 9 8 हु 

6.08 8, 6! ५ 2  . ये आल 0) 


हम देखते हैं कि इन सभी अनक्रमों में. प्रथम पद के अ्रतिरिक्‍त प्रत्येक पद एक 'निश्चित' प्रकार से 'प्रगति' 


करता है। ये पद के 'प्रगति' करते हैं ? 
(4) में हम देखते हैं कि //--2, ।9-६4 २२2॥॥, (9 करने हैसलेट9, ॥7६ 6-:2/5 इत्यादि) 


|। ( 2 ] [' 
( ) में हम देखते हैं कि परतझआयुए शिल द्व ना यु ४0 5 “पक नए “ब्रु/# 
52 हि | 
/4 से ४] अमल पम्प टू 43५ इ्त्पा द ॥«४ 


(८) में पढे दिउ्त प्रकार अंगति करते हैं ? /) में किस प्रकार करते हैं? 

हम देखते हैं कि प्रथम के अतिरिक्त प्रत्येक पद अपने से तुरन्त पिछडे पद को एक ;थूल्येतर स्थिर संख्या 
से गुणा करने पर प्राप्त होता है। ऐसे भ्रनुक्रम गुणोत्तर अ्रनुक्रम (2९०॥/९(४८ ४८एुए९७४८०४) श्रथदा गृणोत्तर 
श्रेणियाँ (ह९०॥०पंट फ़ा087२8%7४५) था शंक्षेए हैं. 6. 7. कहलाते हैं। दूसरे दाब्वों में, गुणोस्तर प्रनुक्स 
श्रथवा गणोत्तर श्रेणी वह अनुक्रम होता है जिसका प्रथम के ,्रतिरिक्‍त प्रत्येक पद उससे तुरन्त पिछले पद फो एक 
शुस्पेतर स्थिर संख्या से गुणा करके प्राप्त होता है! स्थिर संझया सा अ्रनुपात ("णराधाणा 7400) कहलाती 
है तथा इसे प्राय, ५” से व्ययत किया जाता है। प्रथम पद को प्रायः १! से व्यक्त फिया जाता है। यदि 9५८0 
है तो गृणोत्तर श्रेणी में फोई भी पद शून्य नहीं होगा। 
इस प्रकार, एक गृणोत्तर श्रेणी में, 

किससे 7-७ (/ 70) 


4 ॥+ । 
अर्थात्‌ हम आर स्थिर) 
कन्न्द 


(4) में हम देखते हैं कि 0:-2 तथा />2 है। (#) में ्ल्नदु तथा अिनम्न्‍ना है। (८) 


में, #75५0] तथा /-<.0। है । (/)) में, 8---- 2 तथा /२- हैं । 


झनु कम सथा श्षेणियाँ न्‍ 9] 
5.7 एक शुणोत्तर श्रेणी का एवाँ पद श्रर्थात्‌ व्यापक पद 


आइए एक गुणोत्तर श्रेणी ले जिसका प्रथम पद '#' तथा सा्व अनुपात ५/ ६। इसके प्रथम कुछ पद क्या 
होंगे ? दूसरा पद & को + से गुणा करके प्राप्त होता है । अतः /४--४/ | इसी प्रकार तीसरा पद #% को / से 
शुणा करके प्राप्त होता है। जत: /४८-/४स७/: । 

हम इन्हें तथा कुछ प्रन्य पदों को नीचे दे रहे हैं : 


$ हा 
पहुला पद, /,->-> 89 २८5 8//77 


रे 
दूसरा पद, ॥३:-८०७/७  ऋन॑+ही[ 





तीसरा पद, ॥३-+कीओ कऋप्कीओ 


+ 
चौथा पद ॥. 2१)/') हट ह74 





न 


! 
६ 4 
पचियाँ पद, /॥२०४७//  :- कशि! 


क्या झाप कोई प्रतिरूप देखते हैं? हम देखते हैं कि “ठोक पद 68%, की हाय साहा ७ जे ॥। ह। 
उवाहरणार्थ, 6वथाँ पद क्या होगा ? 

(0850 >(#/ - हक 
क्या अब आप कह सकते हैं कि गर्वां पद अर्थात व्यापक पद क्या होगा ? यह सिद्ध किया जा 
सकता है कि 

आर 


अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण ।: गुणोत्तर श्रेणी ३ , ३ , $ ,..का 0वाँ तथा # वाँ पद ज्ञात कीजिए 
हल : यहाँ 8-5 तथा /ज८ ३ है। 
इस प्रकार, [70ल्‍- 977८ 5077 है (१ )१-- + ठक दर 
3 
तथा किलत्छएए सम ($)7/ 5 
उदाहरण 2: उन गुंणीत्तर श्रेणिगों के प्रथम 4 पद ज्ञात कीजिए बिनके #बें पद निम्त है: 
($) फ़लठे (--2)#7"7 (४) कि स्ऊी, रू »&##0) 
हल: (॥)  #ऋता3(“--2!४ 
इस प्रकार, .. | ॥7::3(--2)"--3, 985)(-- 2) कस -- 6 
न+3(--2)*552 तथा /,२53 [--2)757-24 
भ्रत: प्रथम 4 पद 3, --6, 2 तथा --24 हैं । 
(तक & ०», (४२८0४ 
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गणित 


#व्+ , 2, 3 तथा 4 प्रतिस्थापित करके हमें ऋमश: निम्न प्रथम 4 पद प्राप्त होते हैं : 
के >), हर तथा हर 


जदाहरण 3: गुणोत्तर श्रेणी 2, 24/2, 4,...का कौन सा पद 64 है ? 


९/ 2) है। 


हि 25/ 2 
हल : गहाँ #--2 तथा #जन “2 


अब, मा है ॥।( ७/2)०न 
हमें ऐसा # ज्ञात करना है कि ॥,--64 अर्थात्‌ 24/52)"+--64 हो । 


इस प्रकार, (५/ 2 )"४>०३2 
* क-त 
अर्थात्‌, 2 + ६25 
| रथ । 
गरयया, निजियाा सम 
शत, है 7]? 
द्र्क ४ हुई भेणी का []वाँ पद है। 
दर ६ गुमोसर श्रेणी का पहुला पद 50 तथा चौथा पद 350 है। उसका 5 वाँ पद ज्ञात 
कोजिए : 
हुआ: धंटा #<550 तथा ॥(--350 है। हमें + को निर्धारित करने की आवश्यकता है। 
अब, /८६३50/--350 | 
इस प्रकार, ११-27 
अर्थात्‌, #सस्ठ 
अत, ४7550(3)-- 4050 


प्रश्नावली 5.4 


निम्नलिखित गुणोत्तर श्रेणियों में से प्रत्येक का ०” ज्ञात कीजिए तथा प्रत्येक के अगले. चार 
पद लिखिए : 


4. "5 १, नह कं ३०० 
2. है, -:6, “554 ,... 
3, », 0.5, 0.05 , ... 


2 99 7५ ७ 


4, 


45. 


श्रनुक्रम तथा श्रेणियाँ 93 
%/३, ९४6, 25/5, 25%/6, ... 


5 


॥। | 


आओ शी 


निम्नलिखित गुणोत्तर श्रेणियों में प्रत्येक-के सम्मुख दिए पद ज्ञात कीजिए : 


8नत) , #57.2 ; ॥ , 

828 , --9$ , 72, ... ; /54 + कि 

00, --0, [2], ... ; ॥# 

उस गुणोत्तर श्रेणी का 2वाँ पद निर्घारित कीजिए जिसका 8वाँ पद 92 तथा: सौरव 
अनुपात 2 है । 

एक गुणोत्तर श्रेणी के 35वें, 8वें तथा ]]वें पद ऋरमश: #, 4 तथा & हैं। दिखाइए कि 
धसस08 । ह 
एक गुणोत्तर श्रेणी का चौथा पद उसके दूसरे पद का बर्ग है; तथा उसका प्रथम पद --3 
है। उसका 7वाँ पद निर्धारित कीजिए 

एक गुणोत्तर श्रेणी, जिसका प्रथम पद ४ तथा साद॑ अनुपात ५” है, के सभौ पर्दों का वर्ग 
किया जाता है । क्‍या इस प्रकार से प्राप्त अनुक्रम भी एक गुणोत्तर श्रेणी हैं. ? यदि ऐसा 
है, तो इसका प्रथम पद, सा अनुपात तथा कवाँ पद ज्ञात कौजिए । 


» का (के) मान ज्ञात कोजिए ताकि -+ , कं +- उ्रएक गुणोत्तर श्रेणी के तीन क्रमागत 
पद हों । 

दो गुणोत्तर श्रेणियाँ दौ हुई हैं जिनमें से एक श्रेणी का प्रशम पद '७ तथा सार्व अनुपात 
५” है तथा दूसरी श्रेणी का प्रथम पद '८' तथा सा्व अनुपात ५ है। दिखाइए कि दोनों 
श्रेणियों के तदनुरूपी पदों के गुणनफल से प्राप्त अनृक्तम भी एक ग़ुणोत्तर श्रेणी है। इस 
प्रकार प्राप्त श्रेणी का प्रथम पद तथा सावें अनुपात ज्ञात कीजिए । यह भी -दिखाइए कि, 
जब ८%0, तो दोनों श्रेणियों के तदनुरूपी पदों के भागफन्न से प्राप्त अनुक्रम भी एक 
गुणोत्तर श्रेणी है। उसका प्रथम पद तथा स्व अनुपात ज्ञात कीजिए । 

क्रिसी संवर्धन (पत्र) में जीवाणुओं की संझ्या प्रश्येक घंटे में पहने से दुगुनी हो 
जाती है। यदि संवर्धन में प्र/रम्भ में जीवाणुश्रों की संख्या 30 हो, तो दूसरे घंटे के अन्त 
में जीवाणुओं की संत्या क्‍्यां होगी ?” चौथे तथा # वें घंटे के अच्त में जीवाणुओं की 


संख्याएँ क्या-क्या होंगी ? 


5.8 एक गुणोत्तर श्रेणो के ॥ पदों का योग 


दातरंज (०॥९८५७) के खेल के आविष्कारक के विषय-में एक अति रुचिपूर्ण कहानी है। वया आपने 
जतरंज का बोहड़ देखा है ? 


शा 





शाकृति 5.2: हातरंज का बोर्ड 


आविष्कारक से फारस (८४8) की राजा इतना प्रसन्‍्त हुआ कि उसने आविष्कारक को मुह माँगा 
इनाम देना चाहा । आविष्कारक ने इच्छा व्यक्त की कि शतरज के बोर्ड के पहले वर्ग में गेहूँ का एक दाना रख 
दिया जाए, दूपरे वर्ग में दो दाने तथा तीमरे में चार दानें, इत्यादि ॥ आविष्कारक ने कुल मिलाकर गेहूँ के कितने 
दाने माँगे थे ? स्पष्ट है कि 64 वें वर्ग में 2७ दातों की ग्रावश््यकता होगी। जैसा कि हम देखेंगे कि यद्यपि 
आविष्कारक की माँग अति ग्ल्प प्रतोत होती है परन्तु घस्तुत: ऐस! है नहीं । 


आइए अब मह सीखें कि एक गुणोत्तर श्रेणी, जिसका अथम पक #' तथा साव॑ अनुपात %' है, के प्रथम 
# पदों का योग कित्ष प्रकार ज्ञात करते हैं। यदि हम # पदों के योग को ,७ से व्यक्त करें, तो 


9 क्८ 8 -- 8+ -+- 68/* है ,, न क्षाणा। न- छा! . | ( !) 
आइए (]) के दोनों पक्षों को / से गुणा करें । हमें विस्त द्ाहए ऐोडा है : 
थ 39% प् शा न छा न हे री ने फल? न: 9077 न छः हे (2) 


ध्यान दीजिए कि हमने (2) में गुणनफल. के दक्षिण पश्ष को इस प्रकार लिखा है कि इसका प्रथम पद , 
' () के दक्षिण पक्ष के दुसरे पद के ठीक नीचे आए; इसका दूसरा पद (]) के वक्षिण पक्ष के तीसरे पद के ठोक 


अनुक्रम तथा श्रेणियाँ 95. 


तीचे आए, इत्यावि। हम ऐसा क्यों करते हैं? यह स्पष्ट है कि जब हम /.% को &; में से धदाते हैं तो 
समान पद आपस में कट जाएँगे । इस प्रकार 
आजा? 56% नी 8--8 
प्र्थातू, 9, (--/) उ| #-+ 
#(।--/") 
हु ]--+ 
इस प्रकार, किसी गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम 9 पदों का शोग 
8, ++ जप ,ाक्र] है। 
स्पश्ट है कि जब ॥ -+ ॥, तो 8, 5-7४ होता है। 
आइए अब देखें कि आंविष्कारक ने गेहूँ के कितने दाते मॉग्रेये ? स्पष्ट है कि 8-८], / तू 2 
तथा # न्‍5 64 । इस प्रकार, 
68६ ....... 
जा आम कि 
बया आपको मालूम है कि यह संख्या कितनी बड़ी है ? यह कहा जाता है कि आविष्कारक ने जितना 
गेहूँ माँगा था उससे पूरे फारस देश को 7 सेंटी मीटर से भी अधिक गहरी गेहूं की परत से ढका जा सकता था। 
आधुनिक भारत के लिए यह परत लगभग 4 से० मी० गहरी होती। यह कहने की आवश्यकता' नहीं है कि जब 
रा» को यह अतुभव हुआ कि आविष्कारक की माँग पूरी करना असम्भव है तो बहू बहुत खिन्त हुआा। हम इस 
पर विचार करना नहीं चाहेंगे कि राजा ने अविष्कारक को इनाम दिया या नहीं । 
अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण ॥: गुणोत्तर श्रेणी 428, -- 96, 72, ... के प्रथम ।] पदों तथा प्रथम # पदों का योग शात 
कीजिए । 
न “-+96 3 
हल : यहाँ, 8 5२28, / 5 पृद्ध "5 द्व हैं! 
क्योंकि /+] है, भ्रत: हम मोग के सूद्ध का प्रयोग कर सकते हैं भौर निम्न प्राप्त करते हैं : 


औ-(-) ] 
| ह उमा & 
| 4 
#?4 (्‌ 477 -- 3८) 47-3४ 
एव. 7%?2४ * 
[28 ।-) | 
| # 2| के --(--)"9] 


तथा, ये " ) 


ग्रत, यदि /+£ !, तो ,५, ८ 





अर्थात्‌, कप न 


| 


दा जा 


कह गणित 


द 4"-(--)" 3" 

भ्र्शातर, $ आग जि प्रक्क्क 7 
जदाहुआश ३: गुणोत्तर श्रेणी | , 6, 2, 67,..; ध5८) के प्रथम ॥.पर्दों का योग ज्ञात कीजिए १ 
हल : यहाँ, 8-०॥ तथा #२२4८८] है । ] 





इस पकार है स८ 2 अा, 
0 न ]--9 

था 
भर्धातू, किलपेएाया 


उदाहरण 3: एक गुणोत्तर श्रेणी में 6--. तथा #>९/2 हैं। &% ज्ञात कीजिए । 
)णु _ शा 
हल: ७:0८ ध्ज् दल ध्थक 
झाइए, हर का परिमेयकरण (+80074/24007) करें । हम अंश तथा हर को 4/5 -+-] से गुणा 
फरते हैं । हमें निम्न प्राप्त होता है 
20 )॥९%/ 2 +-) 
४7230: 24) 
. अर्थात्‌, .... $9४7-१023 (५/3 +-7) 
उदाहरण ४ : गुणोत्तर श्रेणी 3, 3%, 3%, ,,. के कितने पर्दों की आवश्यकता होगी ताकि योग 20 
प्राप्त हो ? 
हल : यहाँ, ६-८३, #5३ तथा ,॥--20 है । हमें # निर्धारित करना है । 





डे पक ह८। 
इस प्रकार, [--3" #« --80 
अर्थात्‌, 3० है] ८६१३ 
बतः, आ््न्4 


इस प्रकार, पदों की वांछित संख्या 4 है । 
वर्दों का योग >> ' 
उदाहरण 5: एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योग गो है तथा उनका ग्रुणनफल । है। 
प्रथम पद, साव॑ अनुपात तथा तीनों पद ज्ञात्त कीजिए । 


हल: एक 'सुन्दर' विधि यह है कि प्रथम तीन पदों को ---, & तथा 6/ मान लिया जाए (क्यों?) 
तब, %/?+/ तप () 
ह 9 ] | 
तथा, ( ०] (#) (9) सर! (2) 


' (2) से हमें तुरंत 8१--] अर्थात्‌# #र5। प्राप्त होता है । 


जलन आता ली जन ४ जनम «कान लिन आन अ>ि- 


ग क्ह्म- 0९--5-0 का केवल वास्तविक भूल ही ले रहे हैं । 


धनुकूम तथा श्रेजियाँ 97 
(!) में प्रति्वापित करने पर, 


द्रापनीग्च्पतु 


.... अर्धात्‌, 07--297--0550 
महू # में एक द्विधात समीकरण है । इस प्रकार, 
न: कथा 
20 20 
बर्थातू, हसन ञ तथा 5 
झत : हमें निम्न दो गरुणोत्तर श्रेणियाँ प्राप्त होती हैं : 
5 2 5 25 


का द्ुः (ठर यु! 
8 
7स्त हुए जुए 5 इु55 


दोनों गुणोत्तर श्रेणियों के प्रथम तीन पद दिए हुए प्रतित्रन्धों को संतुप्ट करते हैं। 
उदाहरण 6: निम्तलिखित अनुक्रम का # पदों तक योग ज्ञात कीजिए 
9, 99, 999, 9999, ..., 99 ... 9 


० लत 
(४ बार 9) 
हल : यह पूर्णतया एक गुणोत्तर श्रेणी नहीं है। परन्तु हम इसे निम्त प्रकार से लिखकर एक भरुणोत्तर 
श्रेणी से सम्बद्ध कर सकते हैं 
0--, 0१--[, [0१-.-], [04--[, .., [0"--|, .. 
यदि &, ,॥ पदों' के. थोग को व्यक्त करता है, लो 
0+]07+- ... +0"--# 
___0(--0" 


स्ल उठ हा 


भर्थातूं, ७, ++5(0"--) -# 
प्रश्नावली 5.5 


. निम्नलिखित गुणोत्तर श्रेणियों में से प्रत्येक के सम्मुख्त दिए पदों का योग ज्ञात कीजिए ; 
।, |, $, ई,.०-) !0 पद, # पद 


98 


8 


हर 


9 


[. 


82. 


3. 


5. 


| ७6, 


7. 


गणित 


“5, -05, .005,...4 8 १६, 20 पद 


4१7, ४ 2, 357, ...4 # पद 


[, +- ध। ध), +-ध, ४०४३ रा पद (४७६१) 
की, हो, 22५०० मे पद (४कर्ू -:) 
2, “३, है) «3 2 पद, क पद 


| 
हट) (2--3%) का मान शात कीजिए | 


निम्नलिखित में से प्रत्येक का-मान शञात कोजिए: 


45) 


ता 
ग३ 

4 
ईसच5 


48 
, & (2.-3-) 
| कल । 


एक गुणीक्षर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योग हा तथा उनका गुणनफल --! है। 
गुणोत्तर श्रेणी ज्ञात कीजिए । 
शुणोत्तर श्रेणी 3, है, $, ,. के किससे पदों की आवद्यकता होगी ताकि योग 


3069 
न प्राप्त हो? 


एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योग 6 है तथा अगले तीस पदों का योग 
28 है+ ग्रुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद, साथें अनुपात तथा प्रथस क पदों का गोग 
निर्धारित कीजिए । - 


: एक आक्सि अपने चार मित्रों को एक पत्र लिखता है। थह प्रत्येक को यहु कहता है कि वह 


इस पत्र की प्रतिलिपि अपने जाए प्तित्रों को इस निर्देश के साथ भेजें कि वे भी इस 
श्ुखला को इसी प्रकार दोहराएं । यह मानते हुए कि यहु प्यू/|खला नहीं दूटती तथा एक 
पत्र को भेजने का डाक सर्च 25 पैसे है, पत्रों के प्राठवें समुच्चयय को भेजे जाने तक 
कुल डाक व्यय निर्धारित कीजिए । 
एक गुणीत्तर श्रेणी दी हुईं है जिसमें 65729 तथा सातवाँ पद 64 है। &; शात कीजिए । 
मिम्न अनुक्रम के प्रथम क# पदों का योत ज्ञाव कीजिए 

7, 77, 77/,.... 77 


न्यलल नी 
ु (# बार 7) रा 
अनुक्रम , --], |, --,...., (-“)"7, ... के प्रथम क़ पदों का योग शात कीजिए । 


रा .. झनुक्रस तथा श्रेणियाँ 99 
5.9 भ्रपरिमित गुणोत्तर श्रेणियाँ (तरिए0० ७९०॥०ए४९० 20९7९४४ ०७) 
जाइए गुणीत्तर श्रेणी |, $, है, ... पर विचार करें। 


ह हम पहले ही प्रदनावली 5.5 के प्रइन । में इस श्रेणी का # पदों तक योग ज्ञात कर चुके हैं। श्रापको 
याद होगा कि 


8553 [--($)"] «३-३ (9) 


यदि पदों की संख्या बहुत बड़ी हो जाए तो क्या होगा ? आ्राइए ()" के आचरण का भ्रध्ययन करें 
जबकि # का मान बड़ा होता जाता है । 





| ] | 5 0 20 । 40 


५ कह हनननमननीनिननननाननननन फनी अभनना।लभखधियण। 


' ($)" | 6667 





लआानिि::पपए 


-36872428 | .073452992 | .00030072866 । .00000009043772695 











हम देखते हैं कि जैसे-ज॑से ॥ बड़ा होता जाता है, ($)” शून्य के निकट पहुँचता जाता है। गणित' की 
भावा में हम यह कहते हैं कि जेसे-जैसे ॥ बड़ा होता जाता है, ($)" शूत्य की श्लोर श्रग्रसर (आछ्ञा०॥०॥०) 
होता रहता है। [पाठक ध्यान दें कि (है) शून्य की श्लोर अग्रसर होता है, परन्तु यह कभी भी शून्य के « 
बराबर नहीं होता ।] हम पुनः यह कहते हैं कि %, 3 की श्रोर श्षफ््सर होता है। इसे हम निम्त प्रकार: 
लिखते हैं ह 


जैसे-जैसे #॥ बड़ा होता जाता है, (६)"->0 तथा &,-+3। कभी-कभी हम यहाँ तक भी कह 
£, देते हैं कि इस गुणोत्तर श्रेणी के प्रसंड्य पद्दों का (या श्रेणी का श्रतंत तक) योग 3 है । 


श्राइए, एक अन्य उदाहरण लें | हम गुणोत्तर श्रेणी ३, |, | ५6, 2४१ «- पर विचार करते हैं। 
इस श्रेणी के प्रथम & पदों का योग /,---- ($)" है! 


पुन, आइए (3)" के आचरण का अध्ययन करें जबकि ॥ बड़ा होता जाता है। 


-जकि जज लव 







0 





अनल+ + ८ >>तनानन तन बिनीीननि+ 


-0009765625 -0000009536743640625 





हम देखते हैं कि जैसे-जैसे ॥ बड़ा होता जाता है, (३९ शून्य के निकट आता जाता है। वास्तव में थह (६) 
की अपेक्षा तीत्र गति से शून्य की भोर अग्रसर होता है। इस प्रकार, जैप़े-जैसे # बड़ा होता जाता है, ()"-+0 
तथा &,->] । । 


पे 


090 


गणित 


इन दोनों उदाहरणों में हमने देखा कि /<_] है ।. वास्तव में थह सिद्ध किया जा सकता है. कि यदि 


|/ | < |, वो जैसे-जैसे # बड़ा होता जाता है, /"-+ 0 । 


आइए अन देखें कि ऐसी स्थितियों में ७, का क्‍या होता है। एक गुणोत्तर श्रेणी के लिए, जिसका 


प्रथम पद '#' तथा सावे अनुपात ५ है, हमें निम्न ज्ञात है 


#(-0)_ 0 8” 


का रु ) 
३ ]--+ [--/ 4--7' (] है 





ठ्ी े 
8 व डकाक पर 0 | 
माफ है 


क्योंकि | / |< , /"“+ 0। इस प्रकार 


है2। 
अतः ७0,,-२ हल 


दूसरे शब्दों में, एक गुणोत्तर श्रेणी, जिसका प्रथम पद (४ तथा साव अनुपात /” (|/| < ।) है, के 


५ 8 
असंर्य पद्दों का योग 7-77 होता है। 


87>0॥ 


हम इसे इस प्रकार लिखते हैं : 


& » प्रथवा 5 सी 
]--7 


. अत्र हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


80 
49 * 
4 
हल : यहाँ ४55 तथा #नन् का है। साथ हो, | / | < | है। 


५ 0 
उदाहरण | : अपरिमसित गुणोत्तर श्रेणी 5, ध् | ,« की योग ज्ञात कीजिए। 


5. 35 
इस प्रकार ४ल्‍/- पु चदु- 
] न्ज्क ह 
. उदाहरण 2: गुणोत्तर श्रेणी 27: + अक. लिए & ज्ञात कीणिए । 
4 व6' छ!' 


हल : यहाँ 8-८ न्यू तथा >२--पूं है। साथ ही, | | | <  है। 





* यदि /<50 हो, तो सभी # के लिए फ#प्सि 
यदि 0 <:|#+ | < |, तो | >] तथा यह --5 के रूप में लिखा जा सकता है. जबकि 


ग्रब आपको याद होगा कि (]+-5)">ठ -ै-ह8 


.. 6] 
छलका, | |< नयुद्धा (5) 


जिससे, जब ॥ -+७० /*->0 


अ्रनुक्रम तथा श्रेणियाँ 0 
इस प्रकार, ७-- +- 7 0. 8 
५6 ] -+( --६) प है] े 

अब हम एक गुणोत्तर श्रेणी, जिसमें | / | < । है, के अ्रसंख्य पदों के योग का एक सुख्वर श्रनुप्रयोग 
(४.ए८७४४०) देते हैं। क्या आपको याद है कि एकक | में हमने सीखा था कि एक परिमेय संख्या को, जिसका 
प्रतार एक असांत ग्रावर्ती दशमलव हो, किस प्रकार ज्ञात किया जाता है ? ऐसी परिसेय संख्या ज्ञात करने के 
लिए हम एक अपरिमित गुणीत्तर श्रेणी के थोग का प्रयोग करेंगे। उदाहरणा्थ, संख्या 0,333... पर विचार 

कीजिए । [अनुच्छेद .5 का उदाहरण | भी देखिए ।] इस दह्षमलव को हम निम्न प्रकार से लिख सकते हैं : 
0.333... 5+ 0.3--0.03--0.003--... (3) 
निस्संदेह (3) में दक्षिण पक्ष एक अ्रपरिमित ग़ुणोत्तर श्रेणी के योग को प्रदर्शित करता है जिसमें 


0, 
8ल्‍+0.3 तथा /-50.] (| +/ | < ) है। इसका योग कया होगा ? यह योग दा अर्थात्‌ | है। 


इस प्रकार, है वह परिमेय संख्या है जिसे यदि दशमलव के रूप में व्यक्त किया जाए तो प्रसार 03 
प्राप्त होगा । 

आइए कुछ और उदाहरण लें । ; 

उदाहरण 3 : वह पंरिमेय संख्या ज्ञात कीजिए जिसे यदि दशमलव के रूप में व्यक्त किया जाए तो 
प्रसार 0,234 प्राप्त हो। [अनुच्छेद .5 का उदाहरण 2 भी देखिए ।] 

हल : हम इस प्रकार लिखते हैं : 


0.234-- 0.23 --0.004-|-0.0004-- ,.. 


50.23 -- लिन 0.23 +- शा आ 
हु ।4-0.] ' 900 
2!] 
न्न्ह्छ 
अत; हा अभीष्ट परिमेय संख्या है । 
7. 900 


. उदाहरण 4: वह परिमेय संख्या ज्ञात कीजिए जिसे यदि दशमलव में व्यक्त किया जाए तो प्रसार 
56 प्राप्तहो।.... 


' हल : हम इसे इस प्रकार लिखते हैं : 
'.56 +< --0.56--9.0056--... 


; 0.56 _ 56 
कल्कि 4-0.67 हि ठ्ठ 
, _. 55 
ठठ 


इस प्रकार, क्र वांछित परिमेय संख्या है। 


यवि | ” | >> ! हो, तो &% क्या होगा ? स्पष्ट है कि यदि |./ | >> [, तो जैसे-जैसे # बड़ा होंता जाता 


है, वैसे-वैसे | /” | बड़ा होता जाता है। इस. स्थिति में हम कहते हैं कि गुणोत्तर श्रेणी के असंखुय पदों के योग का 
अ्रस्तित्व नहीं है। .. ' 


802 । गणित 
पघरदनावली 5.6 * 
घम्िम्मलिखित गुणोत्तर श्रेणियों में से प्रत्येक में /» का. निर्धारण कीजिए । जाँच कीजिए. 
कि [ / | <। है। ४७ अथवा 9 भी ज्ञात कीजिए। ह 
8. हक के «-- 
2. 7,--% हक “कद *«- 
3. 6, .2, -24, .... 
4. 50, 42.5, 36.25, ... 
5. 0.3, 0.8, 0.08, ,.. 
6. 0,--9, 8., ,.. ॥ 
निम्नलिखित वशमलवों में . से प्रत्येक के लिए एक परिमेय संख्या शात कौजिए जिसका 
प्रसार वह दशमलव हो : ४ श्र 
7. 0.68 
8. 45 
9... 035 
#१0,. 22.3782578 
॥. 0०76 
. 2. एक गुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद 2 है तथा असंख्य पदों तक इसका योग 6 है। सातवें 
अनुपात ज्ञात कीजिए । - े ! 
:“]9, एक गुणोज्लर श्रेणी का सा्व अनुपात --- 
--ई है तथा इसका असंख्य पदों तक 
भोग $ है। प्रथम पद ज्ञात कीजिए । 
4. एक दिए हुए वर्ग की भुजाओों. के 
मश्ण-बिन्दुओओं की मिलाकर एक 
% थ वर्ग स्रींचा गया है। इसी 
प्रकार एक तीसरा वर्ग दूसरे 
बर्ग के अन्तर्गत खींचा गया है तथा 
यही प्रक्रिया असंख्य बार दोहराई 
गई है। (दैलिए ब्राकृति 5.3) 
यदि पहल वेगें की ४क भुणां 6 
सें० मी० हो, तो सभी वर्गों के 
क्षेत्रलों का योग निर्धारित + अनन 
ड़ कीजिए । मा .. प्राकृति 5.3 





के 


कननन 


शो इन ता अखियो 03 
5.80. यर्गो' तथा घनों के धनु कस ४ 


अब हम दो अन्य श्रनुक्रमों--प्राकृत संख्याप्तों के वर्गों तथा धनों के श्रनुक्तमों पर विचार करेंगे 
इनका योग प्राप्त करना गणित की सुन्दरता का एक सुखद भ्रतुभव है। भाइए पहले प्राकृत संख्यात्रों के 
वर्गों के प्रनु कर अर्थात्‌ 2, 22, 3, ..., #*, ... पर विचार करें। हम इस भ्रनुक्रम के # पदों का योग श्र्थात्‌ &, 
कीसे ज्ञात करेंगे ? आइए दूरदर्श्षीय योगों की विधि का प्रयोग करें जैसा हमने प्रथम #॥ प्राकृत संख्याओ्रों का योग 
प्राप्त करने की स्थिति में किया था। हम किस सर्वेसमिका से श्रारम्भ करें ? क्‍या झाप अनुभान लगा सकते हैं ? 
हम सर्वसमिका #१-- (£--)१-०३४१--3/-- पर विचार करते हैं। 
' बारी-बारी से &5-, 2, 3,..., # अतिस्थापित करके हम निस्त प्राप्त करते है: 
8--0%--३3 ()*-.3 () +-] 
8१--२१-०३ (2)?--3 (2) +! 
. $१--2*--3 (3) *--3 (3) +। 


0 (ह--) 53 (07-3४) का 
जोड़ने पर, # ““0००39७॥-3 (-+2+- «नह) नै! () 


परत ॥4-2--3... «वजन 2 
(।) में प्रतिस्थापित करने पर हमें निम्न प्राप्त होता है 





38,-%*+- 3॥( ४--) के ्स््ज | 
ह __॥(2॥7--3॥--[) 
ह प्र्थातू, 3 &॥ 5८ कप न, 
॥(॥--) (2॥--) 
इस प्रकार, 8,ल्‍० *“7 “6777 


: इस सूत्र का उपयोग करके , उदाहरणाथ, हम प्रथम ॥0 प्राकृत संख्याओं के वर्गों का योग ज्ञात करते हैं । 


हमें निम्न प्राप्त होता है 
; 0» 8 » 2 





0 स्‍न्‍त न385 
[पाठक को चाहिए कि वहू इसी श्रकार सिद्ध करे कि प्रथम ४ प्राकृत संख्याप्रों के घनों का योग 
[ ०४] होता है । आप किस सर्वसमिका से श्रारम्भ करेंगे ? 
संकेत: सर्वेसमिका ॥४-- (£-- )/+-4६१--6४-|-4६-- ॥ लीजिए ।] ह 
ऐसे प्रमाण मिलते हैं.क्ति लगभग 4000 वर्ष पूर्व बेबीलोन के निवासी समांतर तथा गुणोत्तर श्रनुक्रमों 


के जिधय में जानते थे। विभिन्‍न मृत्तिका छिलाओं (०७७ 80।2४5) में से एक शिला में, जिसके विषय में 
विश्वास किया जाता है कि वह बेबीलोन के निवासियों के काल की है, संख्याप्रों | से 60 तक के वर्ग तथा 


संख्याओं [| से 32 तक के धन अंकित हैं । 


् 
५ 


04 गणित 


पूनान के तिवासी संख्याओं का सिरूपण ज्यामितीय श्राकारों में विच्ुझओं (0008) की महायता से 
किया करते थे । उदाहरणार्थ, 4 को चार बिन्दुश्नों की भूजा के वर्ग के रूप में निरूपित किया जाता था जेसा कि 
नीचे आकृति 5.4 में दिखाया गया है 


के की की & ४ 
&छ ७ के के के के # # थे 
७ & &  #$& & ७ & & ७ &७ #४ 
0 0 ७७७ ७७७6७ ६७68७ ७७७ 
७. 0७ ७ &७ ७७ ७ # ७ ७ ७७9७ ७ 
कस 27--4 38-59 4£--6 ह 55-25 
प्राकृति 5.4: यूनानियों द्वारा वर्ग संख्याश्रों का ज्यामितीय निरूपण 


इसी प्रकार मे घन संब्वाग्र ; उदाहस्णार्थ-27 को तीन बिन्दुशों की भूजा के घन के रूप में निरूपित 
करते थे जैसा कि नीचे प्राकृति 5.5 में दिखाया गया है 





[ऋण] 25 -.... ४ 
श्राक्ृति 5.5: यूतानियों द्वारा घत संख्याग्रों का ज्यामितीय निरूपण 





पधपि समांतर अनुक्रम का योग सम्भवतया पहले ही ज्ञात था परन्तु श्राकरिमीडीज् (287-22 ई० पु०) 
जिन्हें 'पूर्षकालोब महाम गणितजं कहा जाता है. के समय से पहले साहित्य में इसके सूच का कहीं स्पष्ट रूप से 
विवरण नहीं मिलता । आर्किमीडीज़ न केवल एक महान गणितज्ञ थे बल्कि अपने झ्राविष्कारों के कारण वे एक 
बहुचचित व्यक्ति भी थे। उनके विषय में एक सुप्रसिद्ध कहानी है जो विशेषकर भौतिकी के विद्यार्थियों के लिए 
अध्यत्त रुचिपूर्ण है। राजा का विश्वास था कि जो ताज उसने बनवाया है, उसमें अशुद्ध सोना है। उसने 
आफिमीडीक्ष से कहा कि वे ताज की बनावट को क्षति पहुँचाए बिना उसे जाँच करने की विधि ज्ञात करे । 
आक़िमीडीज़ बहुत दिनों तक सोचते रहे परत्तु कोई विधि ज्ञात नहीं कर सके । एक दिल जब वे पानी में तैर रहे 
थे तो उन्होने भ्रनुभव किया कि पानी ने उतका शरीर आंशिक रूप से 'ऊपर उठा दिया' है। वे प्रसन्‍नतता से उछल 


अनुकम्त तथा श्रेणियाँ 05 


पड़ें। उन्होंने आज के एक प्रसिद्ध सिद्धांत, प्र्थात्‌ “जब कोई वस्तु पानी में डुबोई जाती है तो वह गगने भार के 
समान पानी का स्थानात्तरण करती है”, के आधार का आविष्कार कर लिया था। उन्होंने ताज में भिश्चित वस्तुओं 
' की जाँच में इस ही सिद्धांत का प्रयोग किया । प्रसंग की वात है, भाकुत संख्याओं के वर्गों का सूत्र देंगे का शेय भी 
प्राकिमिडीज़ को ही है । 

हिन्दू गणितज्ञ समांतर प्रनुक्तमों के विषय में पहले से हो जाते ये परन्तु वर्गों तथा घ्॒नों के योग के 
सूत्र सवश्रथार भय भद्द (जन्स 476 ई०) ते अपनी सुप्रसिद्ध कृति आय भटीयभू, जो. लगभग 499 ६० में लिखी 
गई थी, में दिए थे। उन्होंने » वें पद से आरम्भ करके (प्रथम पद से नहीं) समांतर श्रेणी के ॥ पदों के योग का 
कृत्र भी दिया । 

एक अवरिमित गृणोत्तर श्रेणी के योग के लिए एक व्यापक व्यंजक सर्वप्रथम एक फ्रांसीसी प्रंकोइस 


बीटा (540-603 ई०) ने दिया था--जो व्यवसाय से वकील थे तथा श्लोक के रूप में उन्होंने गणित्त का 
अध्ययत किया ।' 


अन्त में हम कुछ रोचक उदाहरणों पर विचार करते हैं जिनमें समातर तथा गुणोत्तर दोनों हो 
श्रेणियाँ सम्बद्ध हैं । 


ह संदाहुरण : यदि 4, 8 तथा ८ एक समांतर श्रेणी के तीस क्रमागत ,पद हों तो %० #१ तथा ६ 
: एक गुणोत्तर श्रेणी के त्तीन ऋमागत पद होंगे । & को शूस्येतर वास्तविक संख्या मानिए। 
.. हुस : क्‍योंकि 6, 8 तथा ८ समांतर श्रेणी में हैं, 
ग्रत:, 9--धर०९०-+ ७ 
इसलिए, िज्सॉत 


90. ८६ हि दि 
इस प्रकार, हुई दा जिससे निष्कर्ष तिकलता है कि #&7, ६” तथा #९ एक गुणीत्तर श्रेणी के 
क्रमागत पद हैं । 


उदाहरण 2: यदि किसी गुणोत्तर श्रेणी के व, #वें तथा #तें पद एक अन्य गुणीत्तर अनुक्रम के 
तीन क्रमागत पद हों, तो सिद्ध क्रीजिं! कि |, दे तथा | एक समांतर अनुक्रम के तीन क्रमागत पद होंगे । 
हस : रा तक्षाए॥, 
3 8#77 । है ; 
/५२5४8/४7४, जहाँ %' गरुणोत्तर श्रेणी का प्रथम पद.तथा %' सार्व शनुपात हैँ) 
हमें दिया है कि 
८ ' (क्यों 
3 स््ज+ (फ्य १) 


ह 7 4५ 


काशाए.. किए 
७824 हलल “कस 


806 : गणित 
इस प्रकार, /*"*--/”*-०, जिससे निष्कर्ष निकलता है कि 
2ास्न्फ्ूनैतात 
अ्र्थातू, #-ातू9--॥ 


भरत: हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि |, # तथा क एक समांतर श्रेणी के तीन ऋ्रमागत पद हैं । 


प्रदनावली 58.7 


]. सिद्ध कीजिए कि समांतर श्रेणी , 3, 5, ... का # पदों तक योग #ः है। 


[हम देखते हैं कि प्रथम ॥ विषम प्राकृत संख्याझों का योग कर्यी बर्ग संध्यए है, 
जिसका यूनानियों को भी आभास हुआ था। वास्तव में उन्होंने इस सम्बन्ध को ज्यामितीय 
रूप से दर्शाया था जैसा कि झाकृति 5.6 में दिखाया गया है ।] 


सम छ 55 ७७ ७ 

रे ई 0| #% ७ ७ ७|७ 

रब ७७७ ७७७७ ७ 2५ $ [७ | & 
ही न) ७७७७ बन बी 

0 0 6७।| ७७७ ७७७७ ७ ७७ ७ ७ 


8 +3चश +3+5#3.. +3+$काऋन्‍क.._ 7+3+5+7+-9८5४+ 
झाहृति 5.6: --3--5+-... -+- (#--१) ह८॥* | 


"०१.०)-.808। 





2. सिद्ध कीजिए कि प्रथम #प्राकंत संख्याओं के घर्नों का योग [ 


] के हों 
यदि “+5५ 5-7 तथा---- एक समांतर के तीन क्रमागत पद हों, तो सिद्ध 
गिर वा 5 5 एक सम श्रेणी क्रम हों, तो सि 


३ 
.._ कीजिए कि », » तथा 2 एक. गुणोत्तर श्रेणी के तीन ऋरमागत पद हैं। 
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सु कब योग की विधि 





प्रनुक्रम, प्रनुकम के पद 

परिम्ित तथा प्रपरिभ्ित प्रगृषण गुणोत्तर श्रेणी- गुणोत्तर भेणी का 

प्रनुकृम का ॥वाँ पद पथवा व्यापक पद प्रथम पद, साई प्रनुपात - 

फियोनाशी पनुक्तम | गुगोत्तर भ्रेणी का /वाँ पद 

समांतर श्रेणी--समांतर श्रेणी का प्रथम गुणोत्तर श्रेणी के ॥ पदों तक्ष का योग 
पद, सा भ्रंतर . प्रपरिमित गुणोत्तर श्रेणियाँ 

समांतर श्रेणी का #वां पद वर्गों के परत क्म--बर्ग संस्याएँ 


समांतर श्रेणो के ॥ पदों तक का योग ध्तों के प्रनुक्म--धरन संष्याएँ 


2 प्रप्निम प्रध्ययन हैतु सुझाव 


रुचिपृर्ण ऐतिहासिक विवरणों सहित प्रनत्रमों के विषय में एक उत्तम प्ुप्ठक निम्न है 
|. ६ ४ ॥80005: 'ैशीशप्रा७, 0 वाया शि॥0ाता ६ . ॥8श॥॥॥ थाएं.(/0॥00॥9 
80 फिक्षाएं४०० (0.8.4.), !970 


स्कूल गणित श्रृंखला की लायब्रेररी में एक 'छोटी' रुचिपूर्ण पुस्तिका निम्न है; 
|. $. ४. ठक्नत्चा्, ४०: 56द008, (०एगाक्षीणाड, गाए, पआा8॥00 धाएं 808[6एं 
गण ॥॥8 ऐफ्ररंशा 09 ॥. 0० थरा। 70भा ले) 78 शव, 085, है8" 
आगाला5 (08.0.), 9609... 


हिन्दू गणितज्ञों के योगदान के लिए पाठक अनुच्छेद [.2 में दी गई पुस्तक [4] तथा [5] देखें हथा 
अन्य ऐतिहाप्िक विवरण के विए भ्रनुच्चेद .2 की पुस्तक [7] देखे। हतके प्रतिरिक एक बच्य 
,. बहुमत पुस्तक निम्म है 
| 8४६ हका6: शिगीशाशीएंं ताणाहं गा #्राश॑शा। (0 चिक्वंशा परताक, 0070 
ाएकषशो॥ श65, 'रिटफ 0 (0.8.0.), 95 


एकक प्रा 


गणितोथ आगमन का सिद्धांत 


गणित फे किसी भी गहन अ्रध्ययत को लिए मणितीय प्रागमन का. सिद्धांत भोलिक है । 
पल 'सिद्वांत! के एक रूप की चर्चा की गई है तथा कुछ मोलिक परिणामों को सिद्ध करने में 
इसके श्रम्‌ प्रयोगों को दर्शाया गया है। 


6.. भूमिका 


पिज्ञान सम्बन्धी निष्कर्षों को तिकालने में श्रामतीर पर तकंण (78४850प78) के दो मौलिक प्रत्रमों 
(070०९३865) का प्रयोग किया जाता है। इनमें से एक है निगसन (0०0ए८४०7/) का अ्रक्म भ्र्थात्‌ व्यापक 
(एशाशगत्र) मे विशिष्द (एड्राधव्मोद) के तर्कंण का प्रक्रम। उदाहरणाथथ, हम कहते हैं'कि वे सभी पृर्णाक 
जितके अंकों का योग 3 का गृुणज है, 3 से विभाज्य होते .हैं। क्योंकि 345 एक ऐसा पूर्णाक है जिसके अंकों का 
योग 3 का शुणज है अतः 345, 3 से विभाज्य है। एक व्यापक कथन से हम एक विक्षिष्ट कधषन के विषय में 
निष्कर्ष निकाल रहे हैं । 

दूसरा प्रक्रम है आ्गसने (00060) का प्रकम भर्थात्‌ विश्विष्द से व्यापक के तर्केण का प्रक्रम। 
पदाहरणार्थ, हम कहते हैं कि 30 एक ऐसा पूर्णाक हैं जो 5 से विभाज्य है। भ्रत: वे सभी प्रूर्णांक जिनका अस्त 
शून्य पर होता है, 5 से विभाज्य होते हैं। एक विद्विष्ठ कथन से हम एक व्यापक निष्कर्ष तिकाल रहें हैं। विज्ञान 
सम्बन्धी तकेंण में ऐसे निष्कर्ष को एक विदेकपूर्ण भ्रभमुमान (८०॥|०९(४४७४ अथवा 00ग्रट॥०0 2ए९४४) पहां 
जाता हैं। 

क्या हम कोई ग्रन्‍्य निष्केष भी निकाल सकते थे ? हाँ, उदाहरणार्थ हम यह तक भी दे संकते थे कि 
30, 5 से विभाज़य है तथा 30 दो अंकों का एक पूर्णांक है। अतः दो अंकों वाले सभी पूर्णाक 5 से विभाज्य होते 
हैं। निश्चय ही यह निष्कर्ष असत्य है। (वर्यों ?) 

.. विज्ञान सम्बस्धी ज्ञात के विकास में दोनों प्रक्रम ही एक अधिकृत स्थान रखते हैं। इस एकक में हम 
अपना सम्बन्ध यह बताने में रखेंगें कि गणित में आगमनिक तकेण (]6000006 7७४४०४॥६) कैसे प्रयुक्त होता 
है, इसे सही ढंग से किस प्रकार प्रयोग किया जाए तथा इंसका गणितीय श्रागमन के सिद्धांत (छापण)6 ० 
प्राशधाथाक्षां0॥] 70प00007) से, यदि कोई सम्बन्ध है, तो बह क्‍या है । 


गणितीय श्रागसन का सिद्धांत 09 
6.2 गणित में झ्ञागमभ शभ्रथवा झागसनिक तर्कथ का स्थान 


विकास की प्रक्षिया में गणित आगमन का विज्ञान है। आगमन प्रेक्षण से प्रारम्भ होता है । हम प्रेक्षण 
करते हैं तथा एक अनुमानित निष्कर्ष पर पहुँचने के लिए सहज ज्ञान का प्रयोग करते है । अनुमानित इसलिए 
क्योंकि यहु केवल एक संभावित तथ्य अथवा विवेकपूर्ण अनुमान ही है | यह अनुमान सत्य/भी हो सकता है 
परन्तु इसे व्यवस्थित. निगमनिक तकण (6९60८४४७ 7८४5००॥8 ) द्वारा सिद्ध किया जाना चाहिए । अथवा यह 
असत्य भी. हो सकता है, परन्तु एक ऐसा विरोध उदाहरण. (००४्वाश'०हथ9)९ ) खोजकर जहाँ यह अम्मान 
गलत हो जाए, इसे दर्शाया जाना चाहिए। 

एक महत्वपूर्ण प्रश्न यह है कि अल्ुद्ध निष्कर्ष किस प्रकार प्राप्त न किए जाएँ? दूसरे दाब्दों में, 
एक अनुमान प्राप्त कर लेने के बाद इसकी सत्यता को कैसे स्थापित किया जाए अथवा इसकी संगतता को कंसे 
झसत्य प्रभाणित क्रिया जाए ? इससे पहले कि हम इस श्रति महत्वपूर्ण प्रदन का उत्तर प्राप्त करने का प्रयत्न करें, 
हम आगमन अथवा! आगमनिक तकंण के प्रयोग के कुछ और उदाहरणों का भ्रध्ययत करते हैं । 

उदाहरण १: हम देखते हैं कि प्राकृत संख्याओं 5, 5, 25, 35, 25, 625 में से प्रत्येक 5 से 
विभाज्य है ।.अत: हम निष्कर्ष निकालते हैं कि ये सभी प्राकृत संख्याएँ जिनके इकाई के स्थान पर अंक 5 है 
5 से विभाज्य होते हैं। पुनः यह एक अनुमान है जिसे व्यवस्थित रिगमनिक तर्वाण द्वारा सिद्ध किया जाना चाहिए 
अथवा एक विशेघयदाहरण खोज कर इसे असत्य प्रमाणित किया जाना चाहिए। [क्या भ्राप यह सिद्ध कर 
सकते हैं कि यह अनुमान वाहसव में सत्य ही है ? ] 

$ | 
उदाहरण 2 : 2+ , भर्थात्‌ 5, एक भ्रभाज्य संख्या है। एन: 2-- ], अर्थात्‌ !7, एक अभाज्य 
] 
संल्या है। साथ ही 2+ ] झ्र्थात्‌ 257, भी एक अभाज्य संख्या है। अ्रतः हम निष्कर्ष निकालते हैं कि प्रत्मेक 
५७ 


५ श्र रे हु 
प्राकृत संख्या # के लिए 2 -- | एक अभाज्य संख्या होती है। वास्तव में, महान फ्रांसीसी गणितज्ञ पियरी 


हि फर्से (60--665) का यह अनुमान था कि प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए 2-- एक अभाज्य संख्या 
है। उस्होंने अपने समय के गणितज्ञों को चुनौती दी थी कि वे इसे असत्य प्रमाणित करें। परल्तु अनेकों वर्ष बाद 
5 
स्विट्जरलैंड के गणितन लियोनाई झ्रॉयलर (707-783) ने यह दिखाया था कि. 2+- ( भर्थात्‌ 4294967297, 
एक अभाज्य संख्या नहीं है क्योंकि यह 64] से चिभाज्य है । 
हमसे प्रेक्षण किया और एक अनुभान पर पहुँचे। फिर हमने एक विरोधउदाहरण खोज लिया जिससे 
हमारा झ्नुमान असत्य प्रमाणित हो गया । 
डउवाहरण 3: हम देखते हैं कि निम्नलिखित ग्रुणनखण्डों में से प्रत्येक में विभिन्‍न पदों के गुणांकों के. 
निरपेक्ष मान या तो । से कम अथवा | के बराबर हैं : | 
>ै--] >5(४--१) 
औ-- न्र(४--१) (४+-) 
&४१--5-(४--१) (४*+->--) 


]0 गणित 


४ --++ (&--) (-+-!) (-+-) 
आ--55(४--) (४ --४१+४/न४+/ 

अतः हमारा यह ध्नुभान है कि जब /"--! को ,जहाँ # एक प्राकृत संल्‍्या है, ऐसे गुणनसण्डों में, 
जिनके गुणांक पूर्णांक हों, में व्यक्त किया जाए तो किसी भी गुणांक का निरपेक्ष भाव ! से अधिक नहीं होगा। 
इस व्यापक कथन को सिद्ध करने के सभी प्रयास विफल हुए । परन्तु 94] ई० में रूसी गणितज्ञ थी इवानोव 
से एक विरोध उदाहरण प्रस्तुत कर दिया। उन्होंने यह ज्ञात कर लिया कि ४!०....] का एक गुणनखंड इस 
अनुमान का खण्डन करता है। यह गुणनखंड, जो घात 48 का एक बहुपद है, निम्न है : 

३१ न रा लि >+-2(..... ५ ..... 2547 ९४0 ...« ३:२१ न न आ5 न ड्र्म न --7ै१ 
नी! -“- के -.00 २८१९... ८९४ -... ४2०... ४३९ -- 77 -- ९ -- हा ज- ८४ -- कवि ---३८ 
बट? --६० 0 ४९ -|- ४+--४--] 

पुन: हमने प्रेक्षण किया तथा एक अनुमान पर पहुँच गए । फिर हम एक विरोधउदाहरण आप्त 
करने में समर्थ हो गए जिससे हमारा अचुमान असत्य प्रमाणित हो गया । 

वैज्ञानिक का कोई अनुमान, अनुभान ही रहता है चाहे हम इसके पक्ष में कितने ही उदाहरण प्राप्स 
कर लें। गणित. में ऐसे अनेकों अनुमान हैं जो प्रमाण की अनुपस्थिति में अ्रनुमान ही हैं, यद्यपि इनके पक्ष में 
हमारे पास वघ्तुत: हजारों उदाहरण उपलब्ध हैं | हम ऐसे एक अचनुभान का उदाहरण देते हैं । 

]742 ई० में सौ० गोल्डबाक (690-764) ने स्विट्जरलैंड के प्रसिद्ध गणितज लियोनार्ड प्रॉयलर 
को पत्र लिखकर एक समस्या प्रस्तुत की । गोल्दबाक ने प्रेज्षण क्रिया कि 2 के अतिरिवत प्रत्येक सम प्राकृत 
संख्या, जिस पर उन्होंने विचार किया था, दो ग्रभाज्य संख्याञ्रों के योग के रूप में व्यक्त की जा सकती है । 
उदाहरणाथ, 4०८2--2, 6--3-:3, 8 3--5$, इत्यादि । उन्होंने ऑयलर- से पूछा कि क्‍या यह प्रत्येक सम 
प्राकृत संख्या के लिए सत्य है। ऑयलर, गोल्डबाक की समस्या का हल नहीं दे-सके अर्थात्‌ वे न तो इसका 
कोई प्रमाण दे सके और न ही कोई विरोध उदाहरण दे सक्रे | वास्तव में कोई अन्य भी आज तक इसका हल 
नहीं दे सका है । यह समस्या भ्राज तक श्रनमानत ही बनी हुईं है । 

संक्षेप में, विज्ञान सम्बन्धी ज्ञान के विकास में आगमन अथवा आगमनिक तकेंण का महत्वपर्ण योगदान 
है। साथ ही इसका सहो ढंग से प्रयोग करता भी उतना ही महत्वपूर्ण है। आगमन का प्रयोग करके एक 
अनुमान पर पहुँचने के पश्चात उस अतुमात को सिद्ध करने का कठिन कार्य आरम्भ होता 

यदि अ्रनुमान एक कथन, उदाहरणार्ज /(#), के रूप में है, जो प्राकृत संस्यातों से सम्बन्धित है ती 
गणितीय श्रामभन का सिद्धांत इसकी उपयत्ति की एक विधि प्रदाद करता है। इरा सिद्धांत के एक रूप का अगले 
अनुच्छेद में वर्णन किया गया है । 


6.3 गणितीय आगमन का सिद्धांत--एक रूप 


मान लीजिए ४ (+) प्राकृत संख्या / से सल्यन्धित एक कथन है तब यदि 
(क) 2(]) सत्य है, तथा 
. [ख) जव-जब 2'([८) सत्य है तो /(/ -+-) भी सत्य है ' 
ती हम निष्कर्ष निकालते हैं कि /(४) सभी प्राकृत संख्याप्रों ॥ के लिए सत्य है ! 


गणितीय श्रागसन का सिद्धांत 4! 


दूसरे शब्दों में, यह सिद्ध करने के लिए कि कोई कथन /(#) राजी माकृत संस्वाणों # के लिए सत्य है 
हमें दो चरण अवश्य पूरे करने चाहिए; एक हमें सिद्ध करना चाहिए कि /() सत्य है। दूसरे, हमें यह पिद्ध 
करना चाहिए कि जब भी #(६) सत्य है तो (४&-|-) भी सत्य है । ह 
अब हम उपपत्ति की इस विधि के प्रयोग को दर्शाने के लिए कुछ उदाहरण लेते हैँ । 
' जुवाहरण : दिखाइए कि प्रथम # विषम प्राकृत संख्याओों का योग ह१ होता है। 
. हल; निदचय ही यह प्राकृत संख्या ॥ से धम्बस्धित एक कथन है। हम इसे £(#) से व्यक्त करते 
हैं तथा निम्न प्रकार से लिखते हैं 
०(॥४) : 7+-3+-5+ ... + (२॥--!) क्सक* 
प्रथम, हमें यह सिद्ध करना चाहिए कि ?() सत्य है । बब /'(।) क्या है? यह एक कथन है कि 
प्रथम | विषम संख्या का योग [१ है। 
दूसरे शब्दों में, ?() : ल्‍-]$ 
क्या /() सत्य है ? निश्चय ही, यह सत्य है। 
दूसरे, हमें मह सिद्ध करना चाहिए कि जब भी 7(&) सत्य है /(£--) भी सत्य है। 
ध्तः आइए हम (४) को सत्य मान लें। पर्थात्‌ 
#(&) : 4+3+5+...+ (२&--] ) न्‍# () 
अब हम यह सिद्ध करना चाहते हैं कि जब भी £(#£) सत्य है, 7/(£--।) भी सत्य है । " 
>#(४+-7) क्या है ? 
2(&--) : 7+3+5+ ...+2(४+-)-]* (#+-)* (2) 
क्या 7 (॥--१) सत्य है? आइए देखें । आइए (2) के वाम पक्ष की जाँच करें। अब, 
वाम पक्ष-- +-3--5+-...4- (/:--7) +- [2(&-+-) --१ ] 
स्तन (2&-+-) , क्योंकि 2 (४) सत्य हैं 
नई (६--)* 
मर (2) का दक्षिण पक्ष ह 
इस प्रकार, जब भी #(&) सत्य है, 7(&--) भी सत्य है। प्रतः हमने यह दिखा दिया है कि 
सभी प्रक्ृत संख्याप्रों # के लिए / (#) सत्य है अर्थात्‌ प्रथम # विषम प्राकृत संख्याओं का योग #* होता है । 

.. उपपत्ति की यह विधि वास्तव में उपपत्ति कि एक शक्तिशाली विधि है। क्या भाप देख सकते हैं कि 
हमले कथनों के एक श्रपरिभित भ्नुकम को सिद्ध कर लिया है ? दूसरे शब्दों में, यह सिद्ध करके कि (४) 
सभी प्राकृत संख्याप्रों # को लिए सत्य है, हमने यह सिश्ध कर दिया है कि मिम्नसिखित में से प्रत्येक कथन 
सत्य है: 

४(॥) : फक्‍्लाच्ा 
#(2) : ॥+3552/ल्‍-4 
४(3) :., ॥+3+-55-3#--9 


।]2 गणित 
९(4) : ॥-+-3+5--75540--6 


९(४) : ॥+3न-5+ «न (&--) 5०४१ 
९७(६-+3) : 74-3+5+ ५ (४४+-) 55 (४+-॥)* 


छदाहरण 2. सिद्ध कीजिए कि आज (--)*-- (४--2), प्रत्येक प्राकृत संख्या #॥ के लिए, 
9 से विभाज्य है। ह 

हल : पुनः यह प्राकृत संख्या # से सम्बंधित एक कथन है । हम इसे 7(४) से व्यक्त करते हैं तथा 
निम्न प्राप्त करते हैं : 

#(ह) ; ह-+- (#-+-) *-- (४-42) ५, 9 से विभाज्य है । 

प्रथम, हमें सिद्ध करना चाहिए कि 7(]) सत्य है। #(]) क्या है? यह एक कथन है कि 
[7.- 2१.35, 9 से। विभाज्य है। क्‍या 2--2%--35, 9 से विभाज्य है? निश्चय ही यह सत्य है क्योंकि, 
8५-27-]-37--- 8-4-275-36 तथा 36, 9 से विभाज्य है । - 
अब, आइए मात लें कि 2? (&) सत्य है, अर्थात्‌ 
.. ४*-+- (४+-)*+- (;#+-2)९ , 9 से विभाज्य है । (|) 
ह हम यह भी सिद्ध करना चाहते हैं कि जब भी /(/८) सत्य है, 2(८--)) भी सत्य है। अब #(४--॥) 

क्या है ९ ह . 

2(&-+-) : (४-+)+(७--2)१ + (४#-+-3)%, 9 से विभाज्य है। (2) 
क्या 2? (४--]) सत्य है? आइए देखें । हम देखते हैं कि 
(&+-)7 -- (:%॥-42)% + (&+3)* 5 (&+-)* +- (४+2)* +#१+-%६४१+-27 ४-27 

न| (#न)% +- (६--2)% +- ४१--9 (४१--3/:--3) * (3) 
अब क्या (3) में दिया गया व्यन्जक 9 से विभाज्य है? निश्चय ही, (४--)* -+- (४&+-2)* +&*, 9 
से विभाज्य है क्योंकि / (#&) सत्य है । पुनः 9 (६१--३८--३3) का एक गुणनखंड 9 है, अतः यह 9 से विभाज्य 
है। निस्‍्संदेह दोनों का योग भी 9 से विभाज्य है। . 

इस प्रकार जब भी # (॥:) सत्य है, ” (॥--) भी सत्य है । 

अतः हमने यहू दिखा दिया है कि प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए 7? (॥) सत्य है अर्थात्‌ प्रत्येक प्राकृत 
संख्या # के लिए ॥१ -- (४#--)7 + (#--2)%, 9 से विभाज्य होता है । 

पुनः हमने कथनों के एक प्रपरिमित श्रनुकम को सिद्ध कर लिया है । 

उदाहरण 3: पिद्ध कीजिए कि प्रथम # प्राकृत संख्याओं के वर्गों का योग जम 
होता है । 

हल : दूरदर्शीय योगों की विधि से हम यह पहले ही दिखा चुके हैं कि दास्तव में यह ऐसा ही है। 


(देखिए भ्रनुच्छेद 5.0) अब हुम गणितीय आगमन के सिद्धांत का प्रयोग करेंगे तथा यह सिद्ध करेंगे कि सभी 
प्राकृत संख्याओं के लिए # (#) सत्य है। 


कब, ए (४) : ?--25--38-]-. ,. --हश्न्‍्: (४--) (2॥--]) 


गणितोय आगमन का सिद्धांत .... 3 
क्या / ([ऐ सत्य है ? # (0: सन १([) (24]) 


.. निश्चय ही वाम पक्ष >दर्शिण पक्ष 
.. इस प्रकार, (]) वास्तव में सत्य है।.._ 
-: अब मान लीजिए कि ? (६) सत्य है। - 


#( शक्कर 0) ५ | ही: 


हम सिंद्ध करना चाहते हैं कि जब भो-9 (॥) संत्य है, 7 (६--) भो सत्य है। / (&चे-) कया है? ' 
#2७:+-॥) : 77+2+-3४4 ... व -(४--)7 ८ (#--) (£--2) (2॥--3) 


ह | क्या # (--].) सत्य है ? भाइए देखें आइए इसके वाम पक्ष की जाँच करें। 
वाम पक्ष -+]ह-]525--3१--... न-॥-+-(४-+-।) ! > 
4 (न )(2&--॥) ्न- (#+)* क्योंकि है| ( ) डै। 
ह है. (७४+)+ 6(४ + । )| ु 
सा“ (2:+-7८--6) . रे 

(४!) (£४/2) (2४।3) दक्षिण पक्ष 
आकर लीशज इक 


इस प्रकार जब भी / (£/) सत्य है, / (£--) भी सत्य है।..: ' 
' झत: हमने यह सिद्ध कर दिया है कि सभी प्र|कृत संख्याओं ॥ के लिए ? (5) संत्य है । पुनः हमने कथनों 
के एक अपरिभित भ्रनुक्रम को सिद्ध कर विया है । | 
: उदाहरण-4 : सिंद्ध कीजिए कि सभी प्रॉकृत संख्याओं' & के लिए (---2) "हल -+:0», जबकि 
४>--]। हो । है ः पे 
:... - हल: इस कथन को, जिसे सिद्ध किया जाना है, हम /?(#) से व्यक्त करते हैं, अर्थात्‌ 
. 207): (+-#)"#--क्, र> --। र् 
: क्या 7 (॥) सत्य है ? »() :- (4-४) > (-), जबकि ४; --। है । 
«निश्चय ही » (]) सत्य है। । ; | ५८ 
.' झब, सांन लीजिए कि 7 (£:) सत्य है, अर्थात्‌ ह थक न्‍ 
(४) ; (--»)“>>--/:४, जबकि ४>-“ है। ४ * () 
: हम यह सिद्ध करना चाहते हैं कि जब भो /?(£) सत्य है, ? (४--.) भो सत्य है । 
प्ब, / (£--) क्या है ? * 
.. #(४&+]) :(+5)77>+ (४--)» जबकि ४ >>-] है। 
४ #(४+]) में, बाम-पक्ष--(]--%) 
(!+>»)' (+<) 


॥44 5 .गणिस 


परन्तु क्योंकि >> --!. (श्र्थात्‌, !-४:>0) है तथा (---5)*>--#-८ है, अतः यह निष्कर्ष 
निकलता है कि. 
(4+2)/7+ (।--%%) (+-») 
ब्र्थातू, ([--2) 7 >-- न ४ नर (2) 
पुनः क्योंकि / एक प्राकृत संख्या है तथा .६? सर्देव ऋंणेतर है अतः ४६” सर्देव ऋणत्तर है'। अतः यदि 
हम (2) के दक्षिण पक्ष से ££? को छोड़ दें तो (2) में दी गई असमिका तब भी सत्य होगी । इस प्रकार हम 
' निम्न प्राप्त करते हैं डे 
. (-+-5)/77 >-+>--#+४ 
अर्थात्‌, (]--5)/7 >-- (#--)+ 
इस प्रकार, जब भी /(/) सत्य है, 2(£-[-) भी सत्य है.। 
अतः हमने यह सिद्ध कर लिया है कि सभी प्राकृत संख्याओं # के लिए /(#) सत्य है। पुनः हमने 
कथनों के एक श्रर्परिसित अनुक्रम को सिद्ध कर लिया हैं। ह 
किसी कथन को गणितोय श्रागमन के सिद्धांत से सिद्ध करने के लिए ये -दोनों चरण आवशयक हैं, ग्रन्यथा _ 
यह हो सकता है कि हम कोई श्रसंगत,परिणाम सिद्ध कर लें। आइएं निम्त उदाहरण पर विचार करें: 
उदाहरण 5: कोई प्राकृत संख्या अपने से तुरन्त पश्चात्‌ आने वाली प्राक्रेत संख्या के समान होती 
है श्रथातू . | 
े (8४) : अस्यार्न-। 
हल : आइए मान लें कि (६) सत्य है, अर्थात्‌ ह 
(6) :&_ न] () 
हम यहू सिद्ध करना चाहते हैं कि /(;£--) सत्य है | 
अब, 2(&--3) : &#+! £#+2 
2(&+-) में. ह ह 
_ ब्राम पक्ष>+#--] का आय) ः (2) 
क्योंकि /(&) को सत्य मान लिया गया है, अतः /--६--] । इस प्रकार (2) में 
वाम पक्ष . : (४ ।-] )-+। <#-न-2 
जो कि. निस्‍्संदेह, /(/--) का दक्षिण पंक्ष है। अतः हमने यह सिद्ध कर दिया है कि जब भी /(/) 
सत्य है तो 2(£/--) भी सत्य है.।. परन्तु क्या हम यह कह सकते हैं कि / (४) सभो प्राकृत संख्याओं / के 
लिए सत्य है ? नहीं, निदबय ही नहीं। हमने यह जाँच नहीं की कि /() सत्य है अथवा नहीं। यदि हमने 
यह जाँच की होती तो हमें ज्ञात हो जाता कि /() असत्य है । दूसरे शब्दों में, हमने तुरन्त ही एक विरोघध- 
उदाहरण प्राप्त कर लिया ह्लोता जिससे यह स्थापित हो जाता कि दिया हुआ कथन असत्य है । 


उदाहरण 6 :. सभी अाक्ृत संख्याओं # के लिए #४--#--4] एक अमाज्य संख्या है 

हल : . आइए, हम इस कथन को कि ॥४--४--4! एक अभाज़्य संख्या है / ( ञ; ) से व्यक्त करें । 

क्या ?() सत्य है 2 निश्चय हो ग्रह सत्य है क्योंकि /(॥)5०7----4]:54] । अब मान 
लोजिए कि हम यह जाँच कटने का प्रयत्न ही नद्दीं करते कि जब भी ,?(/) सत्य है, 2(४--॥) भी सत्य है 


गणितोय झगसन का सिद्धांत [5 


तथा यह निष्कर्ष निकाल लेते हैं कि सभी प्राकृत संख्याओ्ों # के लिए /(॥#) सत्य है। इस प्रकार हम एक 
गम्भीर गलती कर जाएंगे । 
न केवल #7, 2 अथवा 3 के लिए ही /(#) सत्य है भ्रपितु यह 40 या इससे छोटी प्रत्येक प्राकृत 
: संख्या के लिए भी सत्य है। परन्तु #--4 के लिए .हम देखते हैं कि #१--#--4] एक ग्रभाज्य संख्या नहीं है । 
भ्रतः हम पुनः यह कहेंगे कि गणितोथ भ्रागमन के सिर्धांत का प्रयोग करते समय दोनों वरणों की जाँच 
झबदय की जानी खाहिए ग्रन्यथा यह सस्मव है कि हम कुछ हानिकारक निष्कर्यों पर पहुँच जाए । 


कु, 


प्रबनावली ह 6. 


निम्नलिखित में से प्रत्येक कथन को सिद्ध करने के लिए गणितोय ग्रागमन के सिंड्धांत 
का प्रयोग कीजिए : 


. किसी समांतर श्रेणी जिसका प्रथम पद ८ तथा सार्व अंतर ८ हो, का #वाँ पद 


०]-- (४--)4 होता है । ह 
प्रथम # प्राकृत संख्योओं का योग का )_ होता है । 


(अनुच्छेद 5.5 का उदाहरण 2 भी देखिए।) 
सभी भ्राकृत संख्याग्रों # के लिए » (#--) (#--2), 6 से विभाज्य होता है। 


[3453 किलल्स 


« 4कश्क2क «-नी4हतत्टक (अन॑।) 


।'--2*4-3*-- ... कह | 


04-9+-$4-... + (२--) स्व 27 मी 


ग्ल-(॥+)+(ब्न20+-क [गन (7७ २०+(७-/) 


[आपको थाद होगा कि यह एक समांतर श्रेणी के प्रथम # पदों का योग हैं। (अनुच्छेद 
5.5 भी देखिए ।) | है 

#न-0७--७5-+- ... +-&४१--*ैं ६ पट, ),#] 

[आपको याद होगा कि यह एक गुणोत्त र श्रेणी के प्रथप्न / पर्दों का योग है । (अनुच्छे 5.8 
भी देलिए ।) | 


८ / ५ ; || 
उमक्गक ! कताटक 


॥6 गणित 


हा का #-2)_ 
| |। || पु पु ः 
शा # पु जप कक 7 उस हि यो शा पल 
“]3. प्रत्येक प्राकृत संख्या 7 के लिए 2":># होता है । 
:- 4.. प्रत्येक प्राकृंत संख्या # के लिए 32" --[. 8. से विभाज्य होता है । 
(संकेत: 3%0+... |--9 (37 -- | ) -+- 8 लिखिए ।] 
5, प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए 0-"7-|-.]] से विभाज्य होता है । 
,... संकेत: ॥0/7-|-]550:(0४/-7]) --99.लिखिए । | 
46, प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए, -25०-- .7 से विभाज्य होता है । 
| [संकेंत : 22/... | --8 (25 --)--7 लिखिए । ] 
॥7. ॥--2+-3+ »- +४#<है(2२७-+-) का 
8. # अवंयवों के किसी समुकच्चय के सभी उपसमुच्चयों की संख्या 2" होती है । 
:9. दिखाइए कि यदि कथन 7(») 2+-4+-6+ -- -+ 2# शहर) )+2. कक क्के | 
... लिए सत्य हो तो यह #5-४--] के लिए भी सत्य हैं। क्या हम निष्कर्ष निकाल सकते हैं 
,.. “ कि /(५) प्रत्येक प्राकृत संख्या के लिए सत्य है? 
_'. 20. सिद्ध कीजिए कि «"-..)” प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए £--9 से विभाज्य होता है, 
जहाँ (“५४0 है।... 
[संकेत ४3.09 थे -+ (7 हक ऑफ--छतए 


. 6.4. 'ग्रागमन' तथा इसका 'सिद्धांत 


बाणितीय आगमन के. सिद्धांत' में 'आरम्रन' शब्द का प्रयोग दुर्भाग्यपूर्ण है। यह एक भिथ्या नाम है। 

. इस 'सिद्धांत' में भागमनिक कछ भी नहीं है । वास्तव में यह सिद्धांत आगमनिक, तकंण के प्रक्रम से बहुत भिन्‍न 
है। यह सत्य है कि किसी निष्कर्ष अथवा अनुमान पर प्रहुँचने के लिए आगमन अथवा .आगमनिक तकंण का 
. अयोग. किया जाता है। परन्तु जब हमे-किसी निष्कर्ष अथवा अनुमान पर पहुँच जण्ते हैं तो. यह 'सिद्धांत' इसकी 
' संगतता, (सत्यता) प्रमाणित करने में हमें एक गूढ़ तथा सुन्दर विधि प्रदान करता है। जद .तक हम ऐसा नहीं 
: करते अथवा जब तक हम कोई विरोध उदाहरण प्राप्त नहीं कर लेते यह एंक संमावित तथ्य अथवा विबेकपूर्ण 
अनुमान ही रह जाता है चाहे हम इसके पत्ष में कितने ही उदाहरण प्रप्त कर लें। दूसरे बब्ण्दों में, आगमभनिक 
' श्षण, का. प्रयोग /(॥) के रूप की अभिधारणां (908४८) करने अथवा अनुमान लगाने में किया जाता है। - 
परन्तु जैसे ही /(॥) के रूप की अभिधारणा कर ली जाती है आगसने का कार्य समाप्त हो जाता है तथा 
आधितीय आगमन का सिद्धांत! इसका स्थान ले लेता है । शी 


6.5 गणितीय झ्रायमम को उत्पत्ति (0कंहांग ण॑ उफिटकआंल्जो भोक्रटां०क ) 


.... - यद्षपि बणितीय जागमत के सिद्धांत की, उत्पत्ति का श्रेम फ्रांसीसी गणितक ब्लेज पास्कल (623-662) 
को दिया जाता है, इटली के गणितज्ञ फ्रॉसिस्को मोरोलिश्त (]494-575) ने इससे पूर्व अपने लेखों में इस. 


गणितीय आगमन का सिद्धांत ॥7 


सिद्धांत का प्रयोग किया था। हमें ,हिन्दुओं (भास्कर, 53 ई०) तथा यूनानियों के लेखों से भी मणितीय 
आगमन के सिद्धांत के विषय में कुछ संकेत प्राप्त होते हैं । 7०४ 


[॥07८४जा? (आगमन ) शब्द का प्रयोग सम्भवतः सर्वप्रथम ब्रिटिश गणितज्ञ जॉन चालिस. (66- - 
]703) ने किया था। बाद में स्विटयरलैंड के गणितज्ञ जेस्स बर्नूली (655-705) ने इस नाम को प्रयोग 
किए बिनो द्विपद-अमेय ( छ079। []607०7॥ ) की उपपत्ति प्रदान करने में इस 'सिद्धांत' का प्रयोग किया। 
द्विपद-प्रमेय का अध्ययन हम एकक एव में करेगे-। | 


गणितीय आगमन, का उन अर्थों में प्रयोग जिसका वर्णन; हमने ऊपर किया है, सर्वप्रथम ब्रिटिश 
गणितज्ञ श्रॉगस्ट्स डोमोरणान (806-87) ने एशआ५ 0५००ए८०७, लंदन, 838 में रूपे अपने लेख ेृ 
“[तातांणा (शिव्राधध्याथधां०5)” में किया था। यह नाम उस समय के गणितत्ञों द्वारा तुरंत स्वीकृत कर 
लिया गया और लगभग चालीस वर्षों के अंतराल में सभी स्थानों के गणितज्ञों ने. इसका प्रयोग करना प्रारंभ 
कर दिया । 


6.6 .. मुख्य संकल्पनाएँ 





/2 किम कान 


५ -। निगभन . गणितीय आगमन का सिद्धांत 
आागसन शअ्रयवा झआगमनिक तकंण 





6.7 प्रग्रिम प्रध्ययन हेतु सुझाव 


आगमन पर दो श्रेष्ठ पुस्तकें निम्न हैं : ह 
[] 6. एठाएव : वाशकाधलीणा जाते क्षान्नेत्टर व ैबरिलाजरधंट, फेला।0शंणा: एक्रएशआज 07685, 
, उठ उध5ल्फ (ए. 8. &.), 954. ' 


[2 - ७. 2093 + शिबरालाड ण॑ एब्ारईफिरट वशीविशाए९5,, शातिएटंता एक 7९४६. . पिला 
.« उैश56ए (छा. 8. 2.), 954 " 


इस विषय पर एक अन्य उत्तम पुस्तक निम्न है ; 
[3] ॥.8. $8णाशांकंतो : एफ शण्काण्त ज॑ शशाव्माबवंटा स्ररपलाज, 89506। एफााआंपह़ 
(007फश9) घिंटऋ़ ४०7४८ (छ. 8. 8.) »96] 


गणितीय भ्रागमन की उत्पत्ति के विषय में पाठक भिम्न दो लेख देखें ; 
[4] ए्र म्. छच४5०८ए : प6 0चंएइंक ण शइ्ताराबरंसती इा0॥टएंणा,. 40टांएडका ॥ (64, .)। ५०४३ | 
०१५४५ (उ3०007४8॥ ), ५४०।. 24, 97, ७७. 99---206. 


8 


गणित 


मऊ, टब्ुंएएत : 0ह8ंहक्‍आ/॥ ण॑ वि€ पिल्मार 'शननालाक्वांएने वांप्रतांणा, 4गरालांएक्षा। उरशतशा॥04। 


शणांधाज (उ०प्रा8), ४०. 25, 498, 79. 97--20] 


एक परिमित समुच्चय के सभी उपसमुच्चयों की संख्या के विषय में पाठक निम्न लेख देखें: 
छह. 8. 800 0 ॥. 0. दालशा : # िक्रा-0०ाफां्र्राणणंता एणण ० शा िपराश ० 
की 8फडश5 . # शाह 5९. वाद शैक्वाशाशिंट४ एद्बलालः (उ0प्रताथो ), ५० फजञा, 
खएी 4970, 99. 32. * 


इस विषय पर एक अन्य रुचिपूर्ण लेख तिम्त है : 
7. ५. एक्लाइए : $ एाशंगाड (एब४९० ० धार एंडट  ण फॉडॉत्रस्ाब्रीांकों , व्रवालांगा 


. क ए€ण्गाशा, वैद्यालाएशा 'थिगांवीधा40०।.. (/०॥7॥9५ (उ0पांगश ), ५४० 34, 927, 


#7०. 24-250. 


एकक शा. 


. बिना गिनती किए कंसे गिनें? .. 


इस एकक में हमने ऋ्मचयों ((७॥क्‍गएशा०॥5) तथा संचयों (००॥्रशंशक्रांणा४) को ' 
संकल्पनाश्रों का परिचय दिया है जो संचय विन्यास के विशान (०॥ांज्राप्ताणा०४); जिसे : 
. चयन का गणित [ग्राशीशाक्रांट४ 0॥ ला०००) भी कहते हैं, के श्रध्ययन में श्रति मौलिक. ' 
हैं। थे संकल्पनाएँ हमें वास्तविक गिनती किए बिना गिनतो की 'उत्तस' विधियाँ प्रदात - 
करती हैं। ह | 


7. भूमिका 


.. एक समय की बात है कि एक संयुक्त परिवार में विद्यालय जाने वाले 6 बच्चे थे। उनकी एके दूसरे 
से खूब बनती थी परन्तु स्कूल बस में चढ़ते समय उनमें धेक्का-मुक्की व लड़ाई हो जाती थी तथा उनमें गम्भीर 
वाद विवाद होता था। राज कहता 'मैं यहाँ सबसे पहले आया था अतः मैं ही पहले बस में चढ़ गा'। 
मोहत कहता, नहीं! मैं सबसे छोटा हूँ, मुझे पहले चढ़ना चाहिए' इत्यादि । इस प्रकार बस में सवार होने के 
लिए उनमें विवाद होता था तथा एक दूसरे को घकेलते हुए वे लड़ पड़ते थे | जब वे आपस में इस समस्या को ने 
सुलभा सके तो उन्होंने अपने दादाजी से कहा कि वह बस. में सवार होने के लिए उनके लिए किसी व्यवस्थित 
क्रम की खोज करें । उनके दादाजी बहुत निष्पक्ष व्यक्ति थे । वें उनमें से किसी का भी पक्ष नहीं लेना चाहते थे । 
अत: उन्होंने कहा कि वे बस के लिए पंक्िित बनाएँ तथा यह देखे बिना कि कौन पहलें प्राया या कौन सबसे 
छोटा है, वे प्रतिदिन पंक्ति में अपना स्थान परिवर्तन कर लें। सब से बड़े लड़के प्ररुण, ने, जिसे गणित का 
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ज्ञान थां कुछ परिकलना करके कहा 'क्यां आप जानते हैं कि हमें कितने बिन्‍्यास (हताणाहआशा 5) भाप्त होंगे 
तथा सभी सम्भव विन्यासों को समाप्त करने में हमें कितता समय लगेगा ?' उसने प्रपने प्रश्न का उत्तर स्वयं . 
ही दे दिया ! उसने कहा, 'कुल 720 विन्यास होंगे। यह मानकर कि वर्ष में विद्यालय जाने के 240 दिन होते . 
: हैं, हमें सभी सम्भव विन्यासों को समाप्त करते में 3 वर्ष लगैंगे। यदि: हम प्रात: तथा साँयकाल दोनों समय 
स्थान परिवतंन करें फिर भी हमें || वर्ष का समय लगेगा । 

प्ररण को इस संख्या का ज्ञात कंसे हुआ ? भिश्चय ही उसने शभी विन्याप्तों को लिखकर उनकी गितती 
नहीं की । उसने गणन को एक विधि का प्रयोग किया जिसका अध्ययन एक व्यापक शीर्षक संचय विन्यास को: 
. गणित ((0ऋरााफांशं सि्राशानव९5 0. 0०रफे।ाणां०5) अधवा चयन का गणित (सशिक्वाल्याक्वांटड 
“ ला०ा००). के अन्तगंत झ्राता है। ह 

संचय विन्यास के गणित के अध्यम्रन में एक मूलभूत प्रश्न है, 'कितने ?” भ्रुण ने यह प्रश्न पूछा था 
कि, 'छ; बच्चों को एक पंक्ति में खड़ा करने की कितनों विधियाँ, हैं ? 

एक परीक्षा में 0 सत्य-असत्य प्रश्न हैं। इनके उत्तरों के कितने अनुक्रम सम्भव हैँ ? एक कक्षा में 24 
विश्वार्थी हैं। कितनी विधियों से इनमें से | मुख्य तथा 3 उपमुख्य बच्चों का चयन सम्भव है, जबकि प्रत्येक 
विद्यार्थी इन दोनों पदों में से कोई भी पद, प्राप्त कर सकता हो ? एक सिक्के को 3 बार उछाला जाता है ६-कुल 
किसने परिणाम सम्भव हैं? इन तथा इसी प्रकार के अन्य प्रदर्नों; जिनमें 'कितने ? ! पूछा जाता है, के उत्तर संचय रे 
बिन्यास के गणित द्वारा प्राप्त होते हैं । | 

संचय बविन्यास के गेंणित का क्षेत्र विस्तृत है । हम केवल कुछ- मूल गणन - विधियों का ही अध्ययन करना . 
चाहेंगे ताकि हम उपरोक्त प्रकार के प्रश्नों के उत्तर प्राप्त कर सकें | परन्तु इससे पहले कि हम ऐसा करें हमें 
एक मूलभूत गणन सिद्धांत सीख लेना चाहिए । 


7.2 गन का मूलभूत सिद्धांत ([॥0 एजाठ्शालाएों छऐालंएा९ ० (०एाएषष्ट) 


आइए पहले निम्नलिखित उदाहरणों का अध्ययन करे 


उदाहरण 4: दिल्‍ली और टूंडला के बीच दो रेल मार्ग हैं। एक झलीगढ़ होकर और दूसरा आगरा फोर्ट 
होकर तथा टूंडला भौर कानपुर के बीच एक ही रेल मार्ग है । साथ ही, दिल्ली और कानपुर -के बीच दूंडला 
होकर जाने के भ्रतिरिक्त कोई अन्य रेल मार्ग नहीं है । | ः 


2 . अलोगढ़ होकर थे 





न्‍ श्राहति 7.. . 


बिता गिनतो किए कंसे गिनें? .. ॥2] 

» कोई व्यक्ति दिहली से कानपुर को य्रात्रा कितनी विधियों से कर सकता हैं? स्पष्ट है कि ऐसी 2 

विधियाँ हैं। वह या तो दिल्ली-डूंडला” (अलीगढ़. होकर)-कानपुर मार्ग से 'या दिल्ली-ठटूंडला (भ्रागरा फोर्ट 

होकर)-कानपुर मार्ग से ग्रात्रा' कर सकता है। 

उदाहरण 2 : एक. सिक्का दो बार उछाला जाता है तथा प्राप्त परिणामों को लिख किया जाता है। 

कूल कितने परिणाम सम्भव हैं? यदि-हम जिस सिक्‍के पर 'पृ०३०' (चित) ग्राए. उसे पर्र' से तथा जिस पर: «| 

(पट) आए उसे 'प” से व्यक्त करें तो हमें कुल सम्भव परिणाम पाप, स्रा, तछ्त तथा पण प्राप्त होंगे। 

[उदाहरणांय, स्त' वह परिणाम है जब पहली बार उंछालने पर सिक्के पर 'प्त&४0' तथा दूसरी बार उछालने पर 
शुध्आं प्राप्त होता है।] इस प्रकार हम देखते हैं कि कूल 4 सम्मव परिणाम हैं । 

उदाहरण 3: रवि फिल्म देखने जाता है। सिनेमा हॉल के दो प्रवेश द्वार तथा तीन निकास द्वार हैं। 

रवि कितनी विधियों से हॉल में प्रवेश करके बाहुर निकल सकता है? .यदि हम प्रवेश द्वारों को॥ भौर प्‌ से 

तथा निकास द्वारों को 4, 8 और ८ से व्यंक्त करें तो रवि के लिए . कूल संभवः चयन ॥6, [8, [0., ] 6, 


[ 8, तर 2 हैं। [उदाहरणार्थ [0 वहू चयन है जब रवि प्रवेश द्वार ३ से प्रवेश करता हैँ तथा। निकास द्वार हवन 


: 0 से बाहर निकलता है ।] उस प्रकारें हम देखते हैं कि रवि के लिए कूल & चयन सम्भव है। 
उदाहरण 4: अंकों ), 2, 3, 4 तथा 5 से दो अंकों की कितनी संख्याएँ बनाई जा संकती हैं? 
झाइए पहले दो अंकों की उन सभी संख्यात्रों को लिख लें जो दिए हुए अंकों से बताई जा सकती हैं। इस प्रकार 
हम 2, 3, 4, 5, 23, 24, 25, 34, 35, 45, 5, 2, 3।,4, 32, 42, 52, 43, 53, 54 प्राप्त करते हैं । 
निस्संदेह हमने यह मान लियां है कि किसी अंक की पुनरावत्ति नहीं होती। हम देखते हैं कि हम 20 संश्याएँ 
ज्ाप्त करते हैं। 
| _'उश्रोकत चार उदाहरण एक व्यापक सिद्धान्त, जिसे शणन का मूलभूत सिद्धान्त कहा* जाता है, 
प्रयोंगे को दर्शाते हैं। हेसे सिद्धास्त का कथन निम्न है 
यदि कोई घटना /? भिस्‍्ने थ॒िियों से धटित हो सकतो है तथा इसके घटित होने के पदचात एक भ्रन्य 
: घटना हे भिस्त विधियों से घटित हो सकती है तो (िए- हुए क्रम में. दोनों+* घटनाओं के धढित - होने को कुल 
भिन्‍न विषियाँ #>(# होंगी । दूधरे शब्दों में, यदि कोई घटना हल रमित्न विधियों में से किसो एक से घटित हो 
. सकती है तथा इस घटना के घटित होने के पदचातू एक अन्य घटना # भिगन विधियों में से किसो एक से घटित 
हो सकती है तो दिए हुए क्रम में दोनों घटनाओं के घटित होने की भिन्‍न विधियाँ का)८क होंगी) | ४ 
उदाहरण । में दिल्‍ली से दूंडला के दो मार्ग हैं तथा टूंडला से कानपुर:का | मार्ग हैं।' अत: दिए हुए 
क्रम में कूल विधियों की संख्या 22: ->2 है । 
उदाहरण 2 में पहली बार. उछाले जाने पर सिक्के पर या तो 'प«80' या "या! जाता है । दूसरे शेब्दों 
में पहली बार उछाले जाने पर सम्भव परिणामों की संख्या 2 है। पहली बार के श्रत्येक परिणाम के तदतुप्तार 
दूसरी ब7र उछालने पर दी सम्भव परिणाम है। * अंतः भिन्‍न परिणामों की कुल संख्या 2८2 5 -है।। 
उदाहरण 3 में रवि या तो प्रवेश द्वार 7 या /। से प्रवेश कर सकता है। प्रवेश के प्रत्येक चयन के 











*कुछ लेखक इस सिद्धान्त को गुणन सिद्धांत - (ह्राशाधफ्ञांटशां०्फ एगंगरथंफ़ा८) , कहते हैं। परन्तु. हम इसके 
लिए गणत का मूलभूत सिद्धांत के नाम का ही प्रयोग करेंगे । . 
अक्दों से अधिक घटनाओं के लिए भी यही सिद्धांत सुगमतापूर्वक लागू किया जा सकता. है । 
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तदनुसार रवि के पास बाहर निकलने के तीन चयन हैं। इसके परिणामस्वरूप कूल विधियों की संख्या, जिनसे ॥ 
रवि प्रवेश करके बाहुर निकल सकता है, 2८3 5८ 6 है। हा 
. उदाहरण 4 में क्‍योंकि हमने कल्पना कर ली है कि अंकों की पुनरावृत्ति नहीं हो सकती, श्रत: इकाई के 

स्थान के लिए 5 चयन हैं। 5'अंकों में से किसी भी एक को इकाई के स्थान पर रखा जा सकता है। पुनः 
इकाई के स्थान के लिए प्रत्येक चयन के तदनुभ्षार हमारे पास दहाई के स्थान के लिए 4 चयन हैं। शेष 4 अंकों 
में से किसी भी एक को दहाई के स्थान पर रखा जा सकता है। अतः गणन के मूलभूत सिद्धांत का प्रयोग करके 
दोनों स्थानों की7़्स विशिष्ट क्रम में 5५८4 -5 20 विधियों से भरा जा सकता है । 

हम ग़णन के मलभत सिद्धांत के प्रयोग के कुछ ग्रन्य उदाहरण लेते हैं । ह 

उदाहरण 5 : अंकों ।, 2, 3, 4 तथा 5 से दो अंकों की कितनी सम संख्याएँ बनाई जा सकती है ? 


हल : आइए भान लें कि अंकों की पुनरावृत्ति हो सकती है। क्योंकि वांछित संख्याएँ सम होनी चाहिए 
अत; इस स्थिति में इकाई का अंक 2 श्रथवा 4 ही होना चाहिए । 
. अतः: हमारे पास इकाई के स्थान के लिए 2 चयन हैं | इकाई के स्थान के लिए प्रत्येक चयन के तदनुसार 


हम दहाई के स्थान के लिए दिए हुए-5 पअ्रंकों में से किसी भी एक का चयन कर सकते हैं। अतः दो अंकों की 
सम सख्याञ्रों की कुल संख्या 22८5 +-0 है । 


कया आप इन.0 संख्याओं को लिख सकते हैं ? यदि अंकों की पुनरावृत्ति की अनुमति न हो तो 
अंकों की सम संख्याओं की संख्या क्‍या होगी ? 


उदाहरण 6: अंकों |, 2, 3, 4 तथा 5 से.तीन अंकों की कितनी संख्याएँ बनाई जा सकती हैं; यदि 
यह मान लिया. जाए कि अंकों की पुनरावृत्ति नहीं हो सकती ? ; हे 


हल : इकाई के स्थान के लिए हमारे पास पाँच अंकों में से किसी भी एक का चयन है.। “जब हम इसका . 
अयन कर लेते हैं तो हमारे पास केवल चार अंक शेष रहते हैं जिनमें रो. कोई भी एक-दहांई का स्थान ले सकता 
है। इस प्रकार स्पष्ट है कि सेकड़े के स्थान के लिए हमारे प्रास केवल ३. चयन हैं। हम इसे निम्त रूप से प्रदर्शित 

. करते हैं कि 
3 “4 5 
सै द | 
'अतः गुणन के मूलभूत सिद्धांत से इस क्रम में तीनों स्थान 59८ 4) 3--60 विधियों से भरे जा सकते हैं ।, 
इस प्रकार दिए हुए 5 अंकों से 3 अंकों की संख्या्रों की संख्या 60 है । | 
[पाठक को चाहिए कि वह उस स्थिति में 3 अंकों की संख्याझ्रों की सख्या निर्धारित करे जबकि अंकों की 
पुनरावृत्ति की अनुमति हो ।] | ४ 

अब हम देखते हैं कि प्ररुण ते अपना उत्तर कैसे प्राप्त किया था| पंकिट में 6 स्थान भरे जाने हैं। 
6 बच्चों में से कोई भी एक पहला स्थान ग्रहण कर सकता है-। इसके पदचात्‌ स्थान लेने वाले केवल 5 बच्चे 
शेष बचते हैं। शेव 5 बच्चों नें से कोई भी एक बच्च# पंक्ति में दूसरा स्थान ले सकता है, इप्यादिं। 

अत्त: गणन के मूलभूत सिद्धांत द्वारा इस क्रम में 6 स्थान 6)८5)८49८3)<८29८--720 विधियों 
, से भरे जा सकते हैं । ; ह 


+2. 
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प्रहदनावजली 7.8 


एक सिक्‍का तीन बार उछाला जाता है तथा परिणामों को लिख लिया जाता है। सम्भव 
परिणामों की संख्या निर्धारित करने के लिए गणन के मूलभूत सिद्धांत का प्रयोग कीजिए 
तथा फिर परिणामों की सूची बनाइए । 

यदि एक सिक्का चार बार उछाला जाए तो कितने परिणाम सम्भव हैं? पाँच आर उचछालने 
से कितने परिंणाम सम्भव हैं? कया आव अपने उत्तरों मे कोई प्रतिरूप (७४॥6८१) 
देखते हैं ? क्या आप बता सकते हैं कि यदि एक सिक्का » बार उछाला जाए तो कितने 


. . परिणाम सम्भव हैं ? 


हे ०5 


3. किसी परीक्षा में 40 सत्य-अ्सत्य प्रझन है । उत्तरों के कितने अनुक्रम सम्भव हैं ? 


0. 
. 


2. 


83. 


एक झज़मारी में 4 पुस्तकों, जिनमें भौतिकी, रसायन, जैंबिकी तथा गणित में से प्रत्येक 
की एक.एक पुल्तक है, को एक शेल्फ पर कितनी निधियों से व्यवस्थित किया जा 
सकता है ? 


अंकों , 2, 3, 4 तया 5 से 2--अंकों की कितनी सम संख्याएँ बनाई जा सकती हैं, यदि 
अँकों की पुनरावृत्ति की अनुमति न हो ? 


अंकों |, 2, 3, 4 तथा 5 से 3--अंकों की कितनी संख्याएँ बनाई जा सकती हैं यदि अंकों 
की पुनरावृत्ति की अनुमति हो ? 


5 व्याक्ति 5 नलों से कितनी विधियों से पानी ले सकतें हैं यदि किसी भी नल को प्रयोग 
के बिना न छोड़ा जाए? 

शब्द '॥(]र२77४/' के अक्षरों से 5 अक्षरों के कितने भिन्‍त शब्द बनाए जा सकते है यदि 
अक्षरों को पुनरावुत्ति की अनुमति न हो ? 

[ शब्दों का शब्द-कोषीय अर्थ हो या ने हो | | 

2 बच्छे एक दौड़ में भाग लेते हैं। कितनी विधियाँ से पहले त्तीन स्थान लिए जा 
सकते हैं ? 

भिन्‍न रंगों के 7 भंडे हैं। इनसे कितने भिन्‍न सिगनल (संकेत) बनाए जा सकते हैं 
यदि एक सिगनल में दो भंडों (एक के नीचे. एक ) के प्रयोग की-न्ावश्यकता पड़ती हैं? 
000 तथा ॥0000 के बीच ऐसे कितने .पूर्णाक हैं जिनमें 4, 5 अथवा 6 के अतिरिकक्‍त 
अन्य कोई अंक न हो . | - 
एक परीक्षा में शुद्ध उत्तर-चयन (शा्राध)८ ८0८००) के 6 प्रश्न हैं। यदि पहले तोत 
प्रश्नों में से प्रत्येक के 4 विकलपे तथा अगले तीन प्रदनों में से प्रत्येक के 5 क्िकल्प हों तो 
उत्तरों के कुल कितने अनुक्रम सम्भंव हैं? | * 

पदि अकों की पुनरावृत्ति की अनुमति) हैं तो!3, 2, 5, 4, 5 तथा 9 से 3-पझ्रंकों की छेसी. 
फिलनी संख्याएँ बनाई जा सकती हैं जिनमें से प्रस्येक 600-सैं कम हो ? 


24 - गणित 
4.3 एक उपयोगी संकेतन 


इससे पहले कि हम॑ क्रमचर्यों और संचरयों की संकल्पताओं का परिचय दें हम एक उपयोगी संकेतन को 
: सीलेंगे जो प्रथम # प्राकृत संख्याप्रों के गुगनफल को प्रदर्शित करने के लिए अति सुविधाजनक है । गुण्षनफल के 
- इस संकेतन* में विस्मथ बोघक चिन्ह का प्रयोग होता है, जो गुणनफल में श्राने वाली सब से बड़ी प्राकृत संक्या 
के साथ दाईं ओर लगा होता है। 
इस प्रकार, 3! -:३३८27८॥556 
पा 5! +्ू 5%49८32<2 %, 55 20 
6! न 6८5 2८493 2८29८] ++ 720 

इनमें से प्रत्येक गुणनफल करमगुणित अर्थात्‌ फंक्टोरियल (डिलक्ांओ) कहलाता है। हम 3! को 
: जीन फेक्टोरियल' पढ़ते हैं, 5! को "पांच फंक्टोरियल'” पढ़ते है, इत्यादि। आ- को निम्न रूप से परिभाषित 
. करते हैं पं 

हा उ्त-॥(2॥--)(४--2) ५ . . (3) (2) () तथा का को 7 फंक्दोरियल' पढ़ते हैं, जहाँ॥ एक 
, प्राकृत संख्या है । 7) ढ़! ५ ०४ | 


हम देखते हैं कि |! +5. ! : 
हम यहे भी देखते हैं कि 
हा न्‍ने आ(अ--])! 
साथ ही, हा क८ आरु#--]) (#--2)! 
बचा, हो; कह अं) (--2) (४-3)! 


हम | पर लगे भ्रतिबन्धों का कथन देते की चिता नहीं करेंगे। .हम मान लेते. हैं कि जहाँ भी उपरोक्त 
सम्बन्धों में आने वाले फैक्टोरियल परिभाषित हैं, ये सम्बन्ध लाग रहते हैं । ; न्‍ 
ह॒ '. हम देखेंगे कि 0! को आगे आने वाल परिणामों में प्रयोग -करने के लिए 0! -- | से सरिभाषित करना 
' सुविधाजनक है । ४ 


प्रदनावेल्ती, 7.2 


). निम्नलिखित में से प्रत्येक को गुणनफलों के रूप-में लिखिए तथा इनका मान ज्ञात कीजिए 
(0) # (0, (री) 7 - कण ४ ः 

2. 2?! +3! को परिकलित|कीजिए | क्या-2! --3! «| 5! है? 

3. (4/) (2! ) को परिकलित कीजिए । क्या (4/) (2!) “#$/ है? 





*कुछ लेखक भा के दथान पर # का प्रयोग करेंते हैं।.. परन्तु हम ४! के प्रयोग को ही प्राथमिकता देंगे 4 : 
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-7 को परिकल्ित कोजिए। क्या 2। है 


:.... संकेत: गुणचर्म #| “८ ॥(४--] )!, इत्यादि का प्रयोग कीजिए |] 
5. (7--7)! का साने निकालिए जबकि 
(7) ह#56, 752 हो 
- (3) #ल्‍59, 755 हो । 
से 56: हम का भान ज्ञात कीजिए जबकि 
.. (3) #रन0, 4 हों। 
(४). #7-2, /उउ3 हो । 
(कं) #क्‍ाहो। 
. (४) #चत्2हो। 
 (श) #चः3ही। . 
व ॥! (# 
(3) #र-6, #च"्2 हो। . 
(7) हल, #क-4 हो।. 
*.. (7) बस्नी5,जनक्‍्ना2 हो। . जप 
/ $8. सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकृत संख्याप्रों डक लिए. ,.. . 
- (28)! हू 2 (४). [.3.5 (25-<)) ] होता है । 
[संकेश:.. (26)! र5 2/(20--4) (2072) :. (3) (2) (। 


7.4. कूमक्षयं 


7.4, . श्राइए अनुच्छेद 7.2 के उदाहरण 2 पर विचार करें। एक: सिक्के को: दो. शार उछालने पर 
प्राप्त परिणाम 7, परिणाम सत्र से भिन्‍ है। (क्यों ?) दूसरे छाब्दों में, | तेथा.]' के घटित होने के कम 
/ को हमें ध्यात में रखना है। इसी प्रकार, उदाहरणार्थ, उदाहरण 4 में. 2, 2-अंकों की एक सम्‌ संल्‍्या है। 
परन्तु यदि हम ] तथा 2 के घटित होने के क्रम -को परस्पर बदल लें तो इस प्रकार प्राप्त संख्या भ्ब 2-अंकों को 

सम संख्या नहीं होगी 9. /# 
“«.' -. उन स्थितियों से जिनमें घदलाओं के घट़ित होने का क्रम महत्वपूर्ण है, ऋश्चचयों (9० फपशप०क) 
कौ प्राप्ति होती है। .  ' | 
कुछ दी हुई वस्तुप्रों (०७|९८७७) में से एक बार में कुछ को या सभो को लेकर एक - निशिणत क्रम के _ 
गई व्यवरुथा था विज्यास को क्राचय (कुटाक्र्ाआं00) कहा जाता है। बत: उदाहरण 2 में सत्र, का, 
_पप्न तथा पा में से प्रत्येक परिणाम एक क्रमचय है। उदाहरण 3 में प्रत्येक प्रवेश द्वार तथा इसके आद अस्केक 
निकास द्वार का चयन एक क्रमचय है। उदाहरण 4 में ?-अंकों की प्रत्येक सम्र संख्या एक क्रय है। हल 
आगे क्रमचयों के कुछ और उदाहरण दे रहे हैं। 20.2१ | 
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“'.. उबाहरण  : तीन अक्षरों 8, # तथा ० के क्रमचयों की संख्या निर्धारित कीजिए। सभी क्रमचयों 
को लिखिए । ः 

हल : क्योंकि तीनों अक्षरों को व्यवस्थित किया जाना है तथा किसी विशेष व्यवस्था में प्रत्येक अक्षर 
के घटित होने के क्रम को ध्यान में रखना है, अतः हम प्रत्येक अक्षर के घटित हीने- के स्थान को पहले, दूसरे तथा 
तीसरे स्थान से ज्यकत कर सकते हैं । े 

3 2 । 
पहला. दूसरा तौसरा 

बब पहले स्थान में हम या तो ५, या. छ या (" को लिख सकते हैं । - दुसरे शब्दों में, पहले स्थान मैं 
एक ग्रक्षर लिखने के लिए हमारे पास 3 चयन हैं । . * 

दूसरे स्थान के लिए हमारे पास शेष बचे दो अक्षरों में से किसी एंक का चयन है । (क्यों ? ) 

तथा तीसरे स्थान के लिए हमारे पास अँत में बचे एक अक्षर का हो चयन है । 

अतः गणन के मूलभूत सिद्धान्त द्वारा हम इस क्रम में तीनों स्थांनों को 3८2 %८4 ८ 6 विधियों 
से मर सकते हैं । 
आइए इन छ: क्रमचर्यो को लिखें। ये निम्न हैं : 

*5९' 5९8, 8९5, 850८, (७७8 तथा (84 

[इस प्रकार दीर्षों &, छ तथा (' वाले जिभुज का नाम उपरोक्त छ: विधियों में से किसी एक विधि से 
लिखा जा सकता है ।] ि 

अब हम भिन्‍न वस्तुओं के एक समुक्चय के क्रमचयों की संख्या ,निर्धारित करने के लिए दो महत्वपूर्ण 
श्रभेयों को सिद्ध करेंगे । 

अमेय ॥ : . ते भिन्‍न _ वस्तुओं को एक बार में सभो को लेकर उनके क्रमसयों को संख्या* 7"(७, ७) 

९७( ४, ७) ++ १(ए---॥) (४-2) --- (3) (2) () +- ह् होतो है । 

उपपकस्ति :: हम # वस्तुओं को एक-पंक्त में # स्थानों में व्यवस्थित करना चाहते हैं। आइए उनके 

चटित होने के स्थानों को पहले, दूसरे, तीसरे, . . . , शरतें स्थान से व्यक्त करें । 
क् (४-7)  (#४--2) ध+- (7-- )] 

पडुला दूसरा, .. तीसरा आायोँ 


| 


0. अऊफ्राहाए: 


७ # बह, पहले . स्थान. के. लिए हम #. वस्तुओं में से किसी-एक का चग्रन कर सकते हैं ! दूसरे शब्दों में 
. हमारे साझं पहले. रुथान,के लिए वस्तुओं के # चयन है । 

दूसरे स्थान के. लिए केवल. (#--| ). वस्तुएँ शोष-बचती हैं. अत: हमारे पास (#--) चयन हैं । 

इसी प्रकार तीसरे स्थान के: लिए (#--2) चयन हैं, इत्यादि । 

जिस समय हम- #जे : स्थान पर पहुंचेंगे हम ॥-+] वस्तुओं का प्रयोग कर -चकेंगे. और इसलिए 
इमारे पास [४#-- (#--) | उस्तुएँ शेष बचेगी । इस प्रकार, »वें स्थान, के लिए ऋमारे पासे[ ४-- (४-- ) ] 
बर्मात [चयन हैं। 


ऊ 





अकुछ अष्य संकेत खिनका प्रयोग किया जता है, दे हैं. 0... 0), 0७७ इत्यादित। 
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अतः गणन के मूलभूत सिद्धांत द्वारा & भिन्‍न वस्तुओं को एक बार में सभी को लेकर प्राप्त क्रचचर्यों की 
संख्या # (#, ४) निम्न ग्रणनफल है 
4 (2--) (#--2) - - - (3) (2) (॥) 
अर्थात्‌ # (#, ४) ४! | 
प्रमेध 2 : ॥ भिन्‍न वस्तुओं में से एक बार में॥ (7<.॥) वबस्तुएँ लेकर प्राप्त फ्रमचयों को संखूया 
ए (४, 7) हु ह॒ 


ए? (॥,7) उन # [॥--) लक (7--7-+-) ग्जः होती हैं । 


प्रमेय 2 की उपपत्ति. अपेक्षाकृत सरले है। पाठक को चाहिए कि वह प्रमेथय | की उपपत्ति का 
अनुसरण करके इसकी उपपत्ति दे! यह दिखाने के लिए कि 


| (ह-।) (४-०2) »« (-/का) # छं-ग़ा है 
हमें केवल गुणनफल के अंधा तथा हर को (#--.») ! से गुणा करना है। इस प्रकार, 


ह (--) (४-72), --- (#--/-:) न न पट 


परन्तु दक्षिण पक्ष का अंश कैंवल गुणनफल ः 
में (#--2) (४--2) -- (#-हर्ना) (#-7) (”--+-7) ... (3).(2) (7) ही है जो 
कि निससन्देह #! है। पे ः ह आज कक, सकी 
इस प्रकार, रिदद 
४ थ् 30 शी 
है (ना) (ह-शे >> (ह-ाका) कै केप्ण! 

अब हम कछ उदाहरण लेते हैं । ः ! 
उबाहरण 2: राकेश, हरि, करुणा तथा सलीम को, जिन सब की शैक्षणिक योग्य्ताएँ समान हैं 
कारसाने में चार पर्दों पर नियुक्त किया जाना है। उंने विधियां की संल्यां निर्धारित कीजिए, जिनेंगे ' * 
(7) पहले तथा दूसरे पद भरे जा सकते हैं । ह । 
(४) पहले तीन पद भरे जा सकते हैं।..._ 
(४) सभी चारों पद भरे जा सकते हैं। 

(7) पहला पद चारों व्यक्तियों में से किसी एक द्वारा मरा जा सकता है। चारों में से किसी 
एक का चयन कर लेने के बाद शेष तीन व्यक्ति बचते हैं। इनमें से कोई भी एऐंक 
दूसरे पद पर नियुक्त किया जा सकता है-। .. 


ऊ्क्ो ऐड 


पी 
५० 


अत: वॉछित विधियों की संख्या 4%८3 अर्थात्‌ 2 है।..... 5 
(४) भरभेय 2 द्वारा, वांछित विधियों की संख्या > 
£ (4, 3) न्‍5 42८39%८2 5 24 है। . हर 
() अ्रमेय द्वारा वॉछित पदों की संख्या. ज 


(4, 4) कर 42८39८29८] 55.24 है । 


- 428 का हो जा गणित ु 
उदाहरण 3: एक म्यूनिसिपल चुनाव में किसी पद के लिये 6 प्रत्याशी हैं। बैलट (98॥0/) पर 
उनके नामों की सूची कितनी विधियों से बनाई ज़ा सकती है । धर 
॥॒ हल. हम 6 नामों को 6 स्थानों. में व्यवस्थित करने की विधियों की संह्या निर्घारित करना चाहते हैं । 
स्पष्ट रूप से वाँछित संख्या हर 
# (6, 6) रू 6:. न्‍|+ 720 है। - 
. इस प्रकार बैलट पर. 6 प्रत्याशियों के नाम 720 विधियों से लिखे जा सकते हैं । हि ३ 
उदाहरण 4: | से ]000 तक. की. प्राकृत संख्याओं में कितनी ऐसी हैं जिनके किसी भी अंक की 
पुनरावत्ति नहीं होती ?५ हर 
हल :. हमें | से .।000 तक की [-अंक़ की संल्याओं, 2-अंकों को संख्याश्रों तथा 3-अंकों की संख्वाजों . 
की जाँच कंरनी है तथा देखना है कि इनमें से कितनी ऐसी हैं जिनके सभी अंक भिन्न हैं । हे 
[अंक की संख्याओं से कोई समस्या उत्पन्न नहीं होती । स्पष्ट है.कि ऐसी 9 संख्याएँ हैं और प्रत्येक का 
अंक भिन्‍न है। छू द 
. ' आइए अब 2-अंकों की उन संख्याओं बी संख्या निर्धारित करें जितके किसी अंक की पुचराव॒त्ति नहीं 
होती । दहाई के स्थान में हम:[;2, ... ,१ में से कोई भी एक अंक ले सकते हैं । ( स्पष्ट है कि हम 0 को दहाई 
के स्थान पर नहीं ले सकते ।-) इस प्रकार दहाई के स्थान के लिए कूल :7(9,!) प्र्धात्‌ 9 चयन है (“इकाई के * 
स्थान के लिए हस या तो | से 9 तंक के शंष-8 अंकों में से कोई भी एक अंक ले सकते हैं (क्योंकि हंम अंकों 
की पुनेरावृत्ति करता नहीं चाहते) या अंक 0 ने सकते हैं। इंस प्रकार इकाई के स्थान के लिए पुन. / (9, ! ) 
बर्धात 9 चयन हैं । अत: भिन्‍न अंकों बाली 2-मंकों की संस्य्र्ों की संख्या 93८9--8। है । 
इसी प्रकार, हम 3-अंकों की संख्यामों की संख्या निर्धारित कर सकते हैं. जिनमें किसी भ्री| अंक की 
पुनशवृत्ति नहीं होती । यह संख्या है ३ रे 
92928 5648 है. | 
इस प्रकार, | से 000 तक की प्राकृतः संझ्याओं में कुल 9-|-8 -|-648--738 प्राकृत संख्याएँ ऐसी 
हैं जिनके किसी भी अंक-की पुनरावत्तिं नहीं होती । 
.... उदाहरण 5: # का: (के) मान ज्ञात कीजिए ताकि 
- ह) कक 5) 55 427(8,3)4 ह>4 ४ 
(0). 30 2, 6) हर 7(#र्न-2.7)' | ॥२२6 
हल: (7) हमें दियाहैकि ४  ... .. 
7७ 5) 54226, 3)... हम 


ब्र्षाते के ग्र् | हर. #॥ | ४ 
_  (#--5)। ते (ध--3)..! रा हक 
इस भ्रकार मा ->42- हे 

' जता 5) 

अवाकत (#--3) (#--4)#47 

जबना, ॥5--१#--३305-0 


- जिससे, | हब्त0, ३. ध ः 


बिना गिनतो किए कंसे मिले ? । ... ]29 


' स्प्रष्ट है कि ॥ ऋणास्मक नहीं हो सकता। इस प्रकार ! का बाँछित मान 0 है। 
(8) हमें दिया है कि ह 


30 /(# 655707-+-2, 7) 


' . रा [ ( मा (४--2) ! 
- अर्थात्‌, ! 30 (#--0) ! ते ! 
.... 30 ४775)! (४४2) | 
| हे प्रकार, हि िा 6) सा 
अर्थात... 306--5) ल्‍< (४-2) (मरन-) 
प्रथवा, 77-27॥र्न- 52: 0 
जिससे, .. आब्लडे या ॥9 


'इस प्रकार, # के वांछित मान | तथा ।9 हैँ |] 
7.4.) 'क्रमचय जब कि कुछ वस्तुएं एक सी हों 


!7वीं शताब्दी से पहले किसी पुस्तक के छेपने में प्राय: अनेक वर्ष लगते थे। साथ ही, उस समय 
: इतनी पत्रिकाएँ भी नहीं होती थीं जिनमें शोधकर्ता प्रपने परिणाम प्रकाशित करा सकते। अतः अधिकतर शौध 
'परिणामों को: निजी पत्रों द्वारा अस्ने 'पराथियों तक पहुँचाया जाता था। परस्तु इससे झोधकर्ता को क्षति पहुंचने की . 
. संम्भावनां बनी रही तथा ।7वीं शताब्दी के अंत में हमने शोघ की प्राथमिकता के विषय में उठने वाले अनेकों 
विवादों के विषय में पढ़ा । .' 


: इस, अकार की क्षति को /रॉकथाम के लिए शोधकर्ताओं ने सूचना संजारे को एक ऐसी पद्धति का 
. आविष्कार' किया जिसमें वे अक्षरों:का स्थान परिवर्तन करके वाक्यों का प्रयोग. करते थे। .इस प्रकार बने 
, नये वाक्यों को वर्ण विपयीस (शशरट्धाआफछ5) कहा जाता है । उदाहरणाये, शब्द ग्रत्ट्योग्र5 , ८आ०ध्राएड शब्द का 
४ एक वर्ण विपर्यास है । 


' जब करिस्चियन हाइगरज (629-4695) ते शनि-वलंय ( $520ए/7 $ एंाह ) की खोज की तो उसने 
. निम्नलिखित वर्ण- वर्षर्यास की रचना की | 
2 हि ///  । | ! 
. जिसका यदि.उचित जम में व्यवस्थित करके अंग्रेजी में अनुवाद किया. जाए तो इसका अथ निम्न है 
॥ 7 इफएठ्परातठेह्वे फछ 3 पता वीक पाड् गए 5पचछुलावलत भराएज्रीरए९0 लीगञाढ्ट 0 परढ 
श्लीफध०. .. ... 
. उंपर्यक्त को- हिन्दी अनुवाद निम्न हैं | हे 
..._ ४एक पतले चपटे वलय (हाट) से घिरा हुमा, किसी ओर लटका हुआ नहीं .तथा रविमा्गे 
(८णाएपं०) की-ओर भुका हुआ 4. 


'..... वर्ण विपर्यातों के अवकूटन (6०८०००४४६) करने में उन्हें विभिन्‍न क्रमों में पुनः. व्यवस्थित' करना सम्बद्ध 
होता है । 


-30 गणित 
इससे हमें » वस्तुओं के क्रमचर्यों की संख्या के विषय में सीखने की प्रेरणा मिलती है, जबकि उनमें से 
कुछ वस्तुएं एक सी हों । 
आइए, उदाहरणार्थ 4, 4 तथा (€ तीनों अक्षरों को एक बार में- एक साथ लेकर प्राप्त क्रमच्यों पर 
विचार करें। ब्राइए सभी सम्भव क्रमचयों को लिखें। हम निम्न प्रोप्त करते हैं : 
#//0, (4, ("44 
[आपको याद होगा कि यदि तीनों वस्तुएँ भिन्‍न-भिन्‍त हों तो -क्रमचर्यों की संख्या /(3, 3)--3 ! 
होगी । ] ह 
काइए ग्रव 4, 4, (' तथा / अक्षरों के कमचर्यों पर विचार करें | हम निम्न प्राप्त करते हैं 
4407), 4470९, 4८.4, (4.0, 4204८, 40९4, क 4462), (40.4, ८'2.4.4, /24,4€',, 
2404, 0८44 
| [प्रापको याद होगा कि यदि चारों वस्तुएँ भिन्‍त-भिन्‍न हों तो क्रमचयों की संख्या #(4, 4) 
. होगी ।] 5 
* अब- हम. वतुस्मों, जिनप्लें से कुछ एक सी हैं, के क्रमचयों की संख्या निर्धारित करने के लिए एक 
भहृष्वएूर्ण प्रभेय सिद्ध करेंगे । 
प्रभेथ 3: ४ वस्तुओं, जिनमें /# वस्तुएं, एक प्रकार को तथा(॥--/0) दूसरी प्रकार की हैं, को एक 


[| 
जार में एक साथ लेकर प्राप्त क्मलयों को संख्या  : लक] होती है । 


जषपत्ति: आइए क्रमनयों की वॉछित संख्या को, उदाहरणाथे, .« से व्यक्त करें । 


आइए इन . क्रमचयों में से एक विशेष क्रमचय उदाहरणार्थ, वह क्मच लें जिसमें एक प्रकार को /# 
वस्तुएँ एक साथ ली गई हैं तथा इनके पश्चात्‌ दूसरी प्रकार की (#--/॥#) वस्तुएँ एक साथ ली गई हैं । 


| 2 >> हा  प] ॥ | 2 ह न॑-3े 5८ ( 
“शर्क प्रकोर की ४ दूसरी प्रकार की 


७४-७४ कस्‍्तुएँ-------& +----(४--७) क्लुएँ-..... 
आइए अब मान लें कि इन /॥ वस्तुओं में से सभी. परस्पर भिन्न हैं तथा शेष (#--।४) वस्तुओं से भी 
भिन्न हैं। इन /॥ वस्तुप्रों को एक बार में एक साथ लेकर प्राप्त क्रमंचयों की संख्या / (/8, #) हू # | है। 


इसी प्रकोर, यदि (॥४--#7) वस्तुओं में से प्रत्येक को.दूसरी से भिन्‍त मान लिया जाए तथा इनको /# 
वस्तुभ्रों से भी भिन्‍न माल लिया जाए तो इन (#४--/४) वस्तुओं को एक बार में एक साथ लेकर प्राप्त क्रमचयों 
की संख्या 2(॥--३% ॥---॥#) (7-7) / होगी। 
.. प्तः मूलभूत सिद्धान्त द्वारा, & क्रमचयों में से इस एक विशेष क्रमचय से # |! (#--%) ! क्रमचय 
प्राप्त होते हैं, जबकि सभी उस्तएँ भिन्‍न हैं । “ * 


«बहू स्पष्ट हैं कि ग्रदि ए* प्रकार की | जस्तुएँ तथा दूसरी प्रकार की #--# वस्तुएँ एक साथ व्यवस्थित ' 
न भी हों जेसा कि ऊपर दर्शाया गटः है तो भी ज्यों ही हम इन्हें भिन्‍न मान लेते हैं तो एक विशेष प्रकार की 
वस्तुओं को उन्हीं द्वायय पहने ही के गए स्थानों में पुनः व्यवस्थित करने पर हम क्र ! (#-क) ! क्रमचय 
प्राप्त करते हैं। 


बिना शिनती किए कंसे गिनें? ॥अ 
इसे अकार, हम 7 क्रमचयों से कुल & (# | ) (४--%)' ! क्रमचयों को प्राप्त होते हैं, यदि 
सभी 8! वस्तुएँ भिन्‍न हाँ । 
* परन्तु यदि सभी 4 वस्तुएँ भिन्‍न हों, तो ऋमचर्यों की संख्या # (#, ४) #« # ! होती है। 
इस प्रकार, » (क्र |) (४-क) ! ऋ॑| ४] 
प्रा 
का | (7-) ! 
े आदए, अक्षरों 4, 4 तंथा ८! के क्रमचयों के उदाहरण पर वापिस आ जाएँ । यहाँ, #-८3, /स८2 है । 
इस प्रकार, (॥--%) हू 


जिससे, <& हऊा॑ 


3।] 
शाया ैउ) ; 
क्या आप बता सकते हैं कि 9 वस्तुश्नों, झिनमें ७ बस्सुएँ, एक प्रकार को, ८ बस्तुएँ दूसरों प्रकार की 
तथा शेष (॥-:7- १) वस्तुएं एक भ्रन्य प्रकार की हैं, के क्रमलयों को संह्या क्‍या होगी? वॉछित संख्या 
| 
हा बा ए-एय्त्ा है 
[पाठक को चाहिए कि वह प्रभेप 3 के श्राधार पर उपरोक्त की उपपत्ति दे । पाठक इस का प्रागे 
» व्यापकीकरण भी करे ।.] 


अतः , ४ नई 


आइए, अक्षरों 4, 4, ८ तथा 7 के क्रमचयों के उदाहरण पर पुनः विचार करें। यहाँ # 5« 4, 
£ ऋ5ं 2, 4 मई | हैं। इस प्रकार, (४--#--थ) 
अत: क्रमचयों की वाौछित संख्या 
[ 
झायाया 5 ४ है। 
आइए ह।इगन्ज के वर्ण विपर्यास के क्रमचयों की संख्या परिकलित करें। इसमें 6] अक्षर हैं जिनमें 
'बक्क उल [र्व, 50, 8, ॥8, 7, 37, उक्त, 9, 40, 29, 4क 2/, 8, 57 तथा 5४ हैं। इस प्रकार क्रमचयों 
की संख्या 
| 6] ! 
है जोकि एक अहुत बड़ी संख्या है जिसे परिकलित करने का प्रयत्न करने के सिए हम पाठक को नहीं कहेंगे। 
यहू जानना सुखकर है कि इस वर्ण विपर्यास का कूटबाचन (02८०0०0०) करने के लिए शोघकर्ता अपनी सहज 
है बुद्धि का प्रयोग करता है तथा केवल वही क्रमचय लेता है.जो कि 'व्यावहारिक' हैं। 
हम कुछ झोर उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण 6 : झब्द '047फ4रा7फ्र&7फ8२' के अक्षर कितनी भिन्‍न विधियों से व्यवस्थित किए जा 
सकते हैं 7 


हल : इस झा्द में 3 अक्षर हैं जिनमे 48, 3.4, 37, 2/९ तथा ।]प है। इस अकार सभो सम्भव भिन्न 
व्यकस्थाओं की संकया पा ४ 
__ 3: ैौ_- <:३603600 है। 
"ाआाब का। | | 


+॑ 


32... न गणित ह 
उदाहरण 7: एक बैग में 5 लाल, 4 सफेद तथा 3 नीले संगमरमर के टुकड़े हैं । उन्हें एक-एक करके 


निकाला जाता है त़था एक पंक्ति में लगाया जाता है। यह मानकर कि सभी ॥2 टकड़े निकाल लिए जाते हैं. 
भिन्‍न व्यवस्थाक्षों की संख्या निर्धारित कीजिए । 


हुलः : यहाँ ॥२८।2, /#5४5, धृल्ट4व तथा (#ृौ-7--4) 5-3 है । 


॥2 . 
उदाहरण 8 : बीसवीं शताब्दी की जंबिकी को एक महत्वपूर्ण उपलब्धि यह है कि. जोव वैज्ञानिक . 
'अनुवंशिक कूट' (2थ॥०४० ०००८) को तोड़ सकने में समर्य हो गए हैं. क्योंकि अब वे यहू निर्धारित कर संकते 


हैं कि किसी जीव के जीन अगले: वंश तक किस प्रकार पहुँच जाते हैं । 


इन जीतों में डेसॉक्सीरिबोनुक्लेद्ंक एसिड (7)]9.५) के बहुत भारी भ्रणु होते हैं जो स्वयं 4 प्रकार के 
छोटे भ्रणुओं की रेखिक श्रृद्चलाओं में होते हैं। ये 4 प्रकार निम्न हैं. ऐडेनीन (५), साइटोसित (८) 
ग्वातीन (6) 'तथा बरायसीत (7)। : 


. एक रहखला में 2 अणुओं की भिन्न व्यवस्थाओं की संरुया निर्धारित कीजिए, यदि ख्यखला में 
#& ८, 5 तथा प में से प्रत्येक' के तीन-तौन अणु हों.।... 


हल : यहाँ ॥--2 है.। प्रत्येक छोटे अणू ५, (:, 6. तथा प' के तीन एक ज॑से.अण हैं । 
इस प्रकार, प्यू खला में व्यवस्थाओं की वॉछित संख्या 
ः 2 ! 
इूहओगा द्रव झा 3 
: उदाहरण 9.: .छ: एक जैसे सिक्कों को एक पंक्ति में व्यवस्थित : किया जाता है। 4 ॥९८४०5 तथां 
2 (8॥ प्राप्त करने की विधियों की, संख्या निर्धारित की जि ॥ 


हल : हम 6 वस्तुओं को, जिनमें 4 एक प्रकार की (॥८४05) तथा 2 अन्य प्रकार की (६) हैं,. 

व्यवस्थित करंता चाहते हैं । अत: वॉछित विधियों कौ संख्या ; ः 
6022 * े 

हुए हा 705 है । 


अ्रतः वछित संख्या 


369600 है। . 


प्रहनावली 7.3 


निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए 


0) 7? (0,.3]) . (४) # (9, 5) 
दा). 220 4) ह (0५): » (75, 2 ) 


. 40. 
जा. 


१2. 


| उ4. 


85. 


बिना गिनती किए केसे गिनें? 833 


. सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकृत संख्याओं ४ के लिए 


डी (क्र) कऋनत | (क ॥--!) 


. रेनु अथंशास्त्र की 3, इतिहास की 2 तथा भाषा कौ 4 पुस्तकों को अलमारी में ज्यवस्थित 


करना चाहती है। निम्नलिखित को निर्धारित कीजिए 
(क) सभी सम्भव विन्यासों की संख्या । 
(ख) सभी सम्भव विल्यासों की संख्या, यदि एक विषय की सभी पुस्तकें एक' साथ रहें। 


. शब्द 0007&70थ' के अक्षरों से बने 5-अक्षरों के भिन्‍न शब्दों की संख्या तिर्धारित 


कीजिए । 


, दिखाइए कि 000 से 0000 के बीच कुल 4536 ऐसी संख्याएँ हैं जिनके किसी भी अंक 
: की पुनरात॒त्ति नहीं होती । इन में से कितनी संख्याएं विषम संल्याएं हैं ? हे 
« दब्द 8004[70र' के अक्षरों से बने 8-अक्षरों के भिन्‍न शब्दों की संख्या ज्ञात कौोजिए, 


यदि प्रत्येक दाब्द एक स्वर. (/०७८)) से आरम्भ होता हो । 

8 विश्ञाथियों को एक परीक्षा में बेठना है जिनमें से 3 विद्यार्थियों को गणित में--तंथा 
शेष 5 विद्यार्थियों. को अन्य विषयों में परीक्षा देनी है। उन्हें एक पंकिई में कितनी 
विधियों से बेंठाया जा सकता है.यदि गणित के परीक्षार्थी एक दूसरें के साथ नहीं बैठ 


: ख़कते हैं ? 
. 4 लड़कों-तथा 3 लड़कियों को एक पंक्ति में 7 कुरसियों पर कितनी विधियों से बेठाया जा 


खकता है यंदि दो लड़के या दो लड़कियाँ एक साथ न बैठ सकें ? 

दिल्‍ली में पंजीकृत गाड़ियों की लाइसेन्स प्लेटों पर (अंग्रेड़ी वर्णणाला) के तीन अक्षर, 
तथा उनके आाद ), 2, 3, भ्रथवा 4 अंक लिखे होते हैं। बाई ओर का पहला; अक्षर 
ही हो सकता है। [-अंक की संख्या में 0 की अनुमति. नहीं है। तिस्संदेह, अंकों 
की पुनराबूत्ति हो सकती है । साइसस्स प्लेटों की सम्भव संख्या निर्धारित.कीजिए । 

एक जसपानगह प्रें खाने की भस्तुओं की सूची (7८00) में 5 सब्जियाँ, 3 मीट (४८४), 
2 सलाद तथा 4 ब्रेड लिखी हुई हैं। एक ग्राहक कितनी विधियों से अपने खाने का अयन 
कर सकता है यदि बह ]. मीट, | सब्जी, | सलाद तथा | ब्रेंड चुने ? न्‍ 


“एक सिनेमा हॉल की टिकट लिड़कौ. पर 0 व्यक्ति कितनी विधियों से पंक्ति बता 
_ शकते हैं ? 

 2. अंकों , 2, 0, 2, 4, 2 तथा 4से 7-अंकों वाली कितनी संच्याएँ बनाई जा सकती हैं ? 
3. 


6 लड़कों तथा 5 लड़कियों को एक ग्रुप फोटो के लिए कितनी विधियों से व्यवस्थित 


. किया जा सकता है यदि लड़कियों को एक पंक्ति में कुसियों पर बेठना है तथा- लड़कों 
. को एक पंक्ति में उनके पीछे खड़े होना है ? जा 


अंकों 4, 2. 5, 0, 6 तथा 7 से 6.अंकों की कितनो भिन्‍न संख्याएँ बनाई जा सकती हैं? 


' (साम लीजिए कि अंकों की पुनराबृत्ति नहीं हो सकती ।) इनमें से कितनी संल्यान्नों के. 
: बहाई के स्थान में अंक 0 होगा? 


अंकों ।, 2, 3, 4 तथा 5 से कितनो भिस्न संख्याएँ बनाई जा ,सकती हैं, यदि यह भांति 


34 


36. 
॥7. 
8. 
9. 


20. 


2[. 


22. 


गणित _. 
लिया जाए कि संख्याओं में अंकों की पुनरावृति तहीं हो सकती ? इनमें से कितनी संख्याएँ 
सम होंगी ? 
अंकों 0, ।, 2, 3, 4, 5 तथा 6 से 00 से 000 के बीच कितनी, भिन्‍न संल्याएँ बनाई 
जा सकती हैं, यदि यह मात लिया जाए कि किसी संख्या में अंकों की पुनरावत्ति नहीं 
हो सकती ? इनमें से कितती संख्याएँ 5 से विभाज्य होंगीं ? ढ 
४ ज्ञात कीजिए यदि 


(0) 27(% 6) ल्‍537(॥, 5)... (४) /(४ 4)77520/(#%, 2) 
(कं), 27(% 3) ह|2(हर्न-], 3) * 
7 ज्ञात कीजिए यदि मु शी ॥ 
6) 72(0,7) 5527(9, 7)... . 0) $#/(4,7)ल्‍567(5/--),772 


(0) 47(6, 7) #+7 (6, 7 +!) 
सिद्ध कीजिए कि सभी. प्राकृत संख्याओं #&. तथा # के लिए, जिन के लिए संकेत 
परिभाषित *हैं 
2(%07) ८/! (77/) ++ 2(॥--!, /--]) होता है । 
शब्द प८ एटा! के अक्षर कितनी भिन्‍न विधियों से व्यवस्थित किए जा 


सकते हैं ? 


तार के संदेशों+ में. मौर्स- कोड (१४०5९ (०४४) का प्रयोग' किया धाता..है। इस कोड में 


. अंग्रेजी वर्णमाला के अक्षरों, संख्यात्रों तथा मात्रा चिन्हों (छालग्रश0ा वआाक्षा:5) को 


बिन्दुओं (.) तथा डेशों (--) से दर्शाया जाता है। उदाहरणाथं, भक्षर 7: को एक बिन्दु 

द्वारा तथा अक्षर पर को एक डंश- द्वारा दर्शाया नाता है। भ्रन्य अक्षरों को 2 या अधिक 

संकेतों से दर्शाया जाता है। . .... . हज | 

(क) दो चिस्हों, उदाहरणा्थे, .., .-- , इत्यादि के प्रयोग से कितने अक्षरों को दर्शाया 
. जा सकता है? । जा ह 


हि (ख). तीन च्िन्हों, रदाहरणार्थ, बह व ह इत्यादि के प्रयोग , से कितने अक्षरों को 


दर्शाया जा सकता है? . 
(ग) दिखाइए कि अ्रंग्रेजी वर्णमाला के प्रत्येक 'भ्स्‍रक्षर, को 4 या इससे कम संकेतों के 
प्रयोग से.' दर्शाना सम्भव है ।. 
टिप्पणी : .26 अक्षरों के अतिरिक्त हमें 0 से 9 तक के ]0 अंकों तथा मात्रा चिन्हों को भी. 
संदेश रूप में भेजने की आवश्यकता होती है। अ्रतः तार के संदेझों के लिए 5 या इससे 
कम संकेतों के अ्रनुक्रमों की आ्रावदयकता होती है । पा 
तीन एक - जैसे सिक्के एक पंक्ति में व्यवस्थित किए जाते हैं | उन. विधियों की संख्या 
निर्धारित कीजिए जिसमें 0.॥८००5 तथा 3 ।क्षो$ प्राप्त हों। साथ ही | ॥८४१ तथा 2: 


. * ऑमोर्स कोड (जिसे मौस बर्णसालो भी कहते हैं) की खोज एक भमरीकी सेम्यूमल एफ० बो० मोर्स 
(779-872) ने की थी । 


बिना गिनतो किए कंसे गिल? । ]3$ 


& प्राप्त करने की विधियों की संख्या निर्धारित कोजिए, इत्यादि । 


इस प्रकार निम्न सारणी को पूर्ण कौॉजिए 


* 3 सिक्कों को व्यवस्थित करने से 


३23. 


24. 


5. 
, सिक्का 8 बच्चों में इस प्रकार विभाजित. किए जा सकते हैं, कि प्रत्येक बच्चे को केवल 
एक ही सिक्‍का प्राप्त हो ? 


26. 


27. 


प्राप्त ॥८905 की संख्या. है| [, १ ह 5 


॥ विधियों की | ||: | 





टिप्पणी : सारणी में दूसरी पंक्ति की संख्याप्रों का जोड़ 8-52 होना चाहिए । 


चार एक ज॑से सिक्के एक पंक्ति में व्यवस्थित किए गए हैं। उन विधियों की संख्या 
: निर्धारित कीजिए जिनमें 0 ॥८६5 प्राप्त होते हैं। साथ ही, । ॥६४० प्राप्त करने की . 

विधियीं की संख्या निर्धारित कीजिए, इत्यादि 
इस प्रकार निम्न सारणी की पूर्ण कीजिए 


4 सिक्कों को व्यवस्थित करने से 
प्राप्त ॥६805 की संख्या... का ह 








विधियों की संख्या... | ह हर हे 
दिष्यणी : सारणी में दूसरी पंक्ति की संख्याश्ों का जोड़ |6--2* होना चाहिए। 
एक सम्भें (00]£) पर 3 लाल, 2 पीले तथा 2 हरे भंडों को व्यवस्थित करके .कितने 
भिन्‍न संकेत भेजे जा सकते हैं)... 


, (मान लीजिए कि एक संकेत को भेंजने में सभी सातों मंों का प्रयोग होता है ।) 
* कितती विधियों से दो 0-पैसे के, दो 20-पंसे के, तीन 25-सैंसे के तथा एक 50-पैसा का 


अंकों ], 2, 5, 5 तथा 4 का प्रयोग करके 5-अंकों की कितनी प्तम संख्याएं बनाई 
जा सकती हैं ? का 


प्रिड-ससस्था : एक व्यक्ति को 4 से चलकर # तक जाता है। परन्तु उस पर यहू 
प्रतिबन्ध है, कि वहू 4 के केवल बाई झोश या 4 के ऊपर की झोर ही तल सकता है, 
परन्तु यह आवश्यक नहीं कि वह इसी क्रम से बले । उसका ऐसा एक पथ बआाक्ृति 72 


36 ः .. गषित, | 
' ' में दर्शाया गया है।. से तक के पथों की 
ह « संख्या निर्धारित कीजिए । ह 
[संकेत : वह व्यक्ति चाहे कोई भी पंथ चुने, उसे 4 बार 

दाईं ओर तथा 5 बार ऊपर की भोर चलता 


होगा ।] 
7.5 संचय . 


; आपको याद होगा कि # वस्तुओं को व्यवस्थित करने में 
किसी क्रमचय में वस्तुप्रों के घटित होने का कम महत्वपूर्ण होता है। 
झब हम गिनने की उत समस्याभ्रों पर विचार करते हैं. जहाँ घटित 
होने का क्रम महत्वपूर्ण नहीं होता । भ्राइए उदाहरणायं, चार में से दो _ | 
डमक्तियों को 'चुनते” की विधियों की संख्या निर्धारित करें। .भाइए 
चारों व्यक्तियों को 8; 8, (2ज्ञथां 7) से व्यक्त करें । हमे पहले से ही व 2 
जानते हैं कि 4 वस्तुओं में से एक बार में 2 को लेने से प्राप्त क्रमचयों की संख्या ? (4, 2) *« 2 होतो है. 





' ये क्रमचय- निम्न हैं गा ह बे 2 हल 


&383 &९| 60, 80, 80), (0, 88, (९५७, 78, (8, 70098 तेंथा [00 
परन्तु यदि घटित होने के क्रम का कोई महत्व नहीं हो .तो 48 तथा 88 सेमान हैं। . इसी प्रकार 2८ तथा 
(४ समान हैं, इत्यादि। इस प्रकार हम 4 में से 2 व्यक्तियों को निम्नलिखित विधियों से चुन सकते हैं: गे 
5, 40, 2, 80, 89 तथा (03 * हर हि 
हम देखते हैं कि 4 में से 2 व्यक्तियों को चुनने की 6 विधियाँ हैं । 


. /” उन स्थितियों से, जिनमें वस्तुओं के एक दिए हुए समुच्चय में से एक उपसमुख्यय को चुना जाना 
होता है, संचयों ((०३क्रांडक्ञा०७5) को प्राप्ति होती है। . ... ह 


._ :* - थी हुई भिन्‍म अस्तुओं में से सभी या कुछ वस्तुओं के चुनते को संजय कहा जाता हैं। एक संचय में . 
. चस्तुप्रों के' चुनने का ऋण महत्वपूर्ण नहीं होता । * ' 


... हम नीचे # भिन्‍्ने बसतुओों में से एक बार में / बस्‍्तुएँ सेकर संचयों की संख्या निर्भारित करने के लिए 
चुत देते रहे हैं । 


ह प्रभेष 4: ४ भिस्त वस्तुओं में से एक ब्रार में । वस्तुएं लेकर संचयों की संक्यार ( (७ ४), 
0७०) ञट्ा ह्च्ब्न्ल होती है; जहाँ 7€॥ । | | ८ 
४ उपपत्ति :. स्ापको याद होगा कि ॥ भिन्न वस्तुओं में से एक बार में ७, (</<:॥) वस्तुएँ लेकर प्राप्त . 


ऋमचर्यो की संख्या #. (#, 7). ++ धक्का होती हैं। 


: & ८(६ 7], फे लिए अत्य संकेतन (३ 0",; (१७; (१ )९४ 


डिना शिनतो किए कैसे गिने ? ह ह हा 


क्योंकि वस्तुओं के व्यवस्थितिकरण के क्रम का महरव नहीं है अतः यह स्पष्ट है कि + वस्तुओं के 
प्रस्येक संचय के लिए / (+,/) --/ ! विन्यास हैं । दूसरे शब्दों में 


(७०) व|ह+ ! ८(%/) 





| हर _2(#/) 5: ह!! 

इस प्रकार, ८ (#,/ ) ८ आप वा 

अत : # भिन्‍न वस्तुओं में से एक बार में + वस्तुएँ लेकर प्राप्त रुंचयों की संख्या 
८(७,/) नर --”:.  होती-है.जहाँ / < # है। 


॥ 7 (४-7) ! 


टिप्पणो ] : स्पष्ट है कि # वस्तुओं को एक बार में सभी को लेकर संचयों की संख्या] है। इसकी 
जाँच प्रभेय 4 द्वारा भी जब »>2-४ हो, की जा सकती. है.। 


जब #जन्! है तो 


' (४, #) ८८-४0 ला ;ल्‍ # ।$ -) 


॥ ] (#--॥) ! 
“ हम पहले ही परिभाषित कर चके हैं कि 0] -5] । . | 
. इस-प्रक्रार, सरल करने पर (]) से हम 2 (9, ॥) *"। प्राप्त करते हैं । 
“टिप्पणी 2: दी हुई ४ भिन्‍न वस्तुओं में से / वस्तुओं के चुनने के बाद प्रत्येक बार हमारें पास शेष 
(ा--7) वस्तुएं बच . रहती हैं । प्रत: यह स्पष्ट है कि ! भिन्‍न वस्तुओं मेंसे एक बार में + वस्तुओं को लेकर , 
प्राप्त संचयों की संख्या ४ भिन्‍न वस्तुओ्रों में से एक बार में (॥--+)' वस्तुएँ लेकर प्राप्त संचयों की संख्या के 
समान. होती है । दूसरे शब्दों में > 
, ((॥, ४) ₹२९७9, 8-77) | ह हे 
पाठक को चाहिए कि वंह ८'(#, /) के लिए सूत्र का प्रयोग करके उपरोवत गुणघर्म को सिद्ध करे] 
टिस्पणो 3: ४ वस्तुओं में से एक बार में किसी को भी न लेंकर संचयों की संख्या भी | है। स्पष्ट 
है कि जब हमे किसी. वस्तु का चयने नहीं करते तो ऐसा करना सभी # वस्तुप्नों को शेष छोड़ने के. समाने है तथा 
हम यह जानते हैं कि ऐसा करने की केवल एके विधि है | इस प्रकार | 


६9, 0)व-॥7 
. अत: प्रभेय 4 तब भी लागू रहती है जब कि /--0 हो । 
अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण ] : मान ज्ञात कीजिए : 
(3) ८६0, 4). - (४) ८(॥2,7) 
- [पर ८(6, 6) (7४). ८(9, ०) 
6) ८(0, 4) ७ --_-- 0! : ॥0 |... 0:८92८8>८79<6 


कि 2392/0:69/6 02 न्न्ग्य0 
4!(॥0--44! 4]6।.. 4»3%2%/<6! के 


0 20000 अल लग दल इक 
6! ह 

(7) ८(6, 6) बनता 
9! ; 

60 ८७, 0७-कक्गाता। 


उदाहरण 2: एक विद्यालय में बैडमिटन के 5 'मच्छे' खिलाड़ी हैं। अन्तर-स्कूल टू्नामेन्ट के लिए ' 
4 खिलाड़ियों की एक टोम को भेजा जाना है । टीमः को कितनी विधियों से चुना जा .सकता हैं ? 


हुल : हम 5 में से 4 खिलाड़ियों को चुनने की विधियों की संख्या का निर्धारण करना चाहते हैं। 
प्रभेश 4 का प्रयोग करके हम निम्न प्राप्त करते हैं 


5] 
(5, 4) ७ प्रकार 5 


[जाइए बंडमिटन के 5 'अच्छे' खिलाड़ियों को 4, #, ८, 92 तथा # से व्यक्त करें।- इन खिलाड़ियों 
में से 4 खिलाड़ियों की निम्न भिन्‍न टीमें बनाई जा सकती हैं 
॥#८+9, 4८४2, 48202, 4८+92 तथा 8८79४ ] 


उदाहरण 3: 5 लड़कों तथा 4 लड़कियों में से 3 लड़कों तथा 3 लड़कियों की एक टीम को कितनी 
- विधियों है चुता जा सकता है? 


हल : 5 में से 3 लड़कों को चुनते की विधियों की संख्या ८(5, 3) -0 है। क्यों?) 4 में 
से 3 लड़कियों को चुनते की विधियों की संख्या ((4, 3) --4 है। | 

अतः मूलभूत सिद्धांत द्वारा. वाँछित विधियों की संख्या 0%८ 4-40 है। 

उदाहरण 4.: एक वृत्तः के.6 बिन्दुओं से होकर कितनी रेखाएं खींबी जा सकती हैं ? 

हल : - क्योंकि दो विन्दुओं से केवल एक रेखा 'खींदी जा सकती है, अत: वृत्त के 6 बिन्दुओं से खोंची 
जा सकते वाली रेखाओं की संख्या ह * 
चाय 5 है। , 


[पाठक को चाहिए कि वृत्त के ॥ बिन्दुओं के लिए इस समस्या का व्यापकीकरण करें । ] 
उदाहरण 5: ताश के 52 पत्तों की गड्डी में से 5-पत्तों के संचयों की संख्या निर्धारित कीजिए । 
हुल : 5-पत्तों के संचयों की संखरुया मिम्त है 


52 ! 52.८ 5] २८ 50 २८ 49 3८ 48 
€ (52, 5) >ज्ञाक्षा 5 उद्राए5 प्रडद्रा 
++ 2598960 


डशहरण 6: जाँच कीजिए कि ह 
2८(8 4) + ८(8, 3) +5 ८(9, 4) 


बिना गिनती किए झेसे गिरे ? 39 


हल : (८(8, 4) नर ज्ञात 
8! - 
ह (8, 3)->“ज््‌ ज्ञात-56 ह 
इस प्रकारं, ८ (8, 4)-+-0(8, 3) «70-56 --26 
कब... ८७७4)»पजा न फरवपब 
| +-26 ह 


अत: हम देखते है कि 
८(8,4) +- ०(8, 3) 5 ८(9, 4) 
अब हम (!(#, +) के एक महत्वपूर्ण गुणघर्म को सिद्ध करते हैं, जो संचयों के गणित के अध्यमन में 
बहुत उपयोगी है। ; 
प्रमेष 5 :. यदि ॥ तथा ॥ इस प्रकार की प्राकृत संख्याएं हैं कि । < ह रू हर, तो 
(७, 39) ++ (8, 7--7) 5 ८(#४--, ४) 
उपब््ति : . इसकी उपपत्ति अति सरल है। हम वाम पक्ष लेते हैं तथा ८'(#, #) की परिभाषा का 
प्रयोग करते हैं। इस घकार हम निम्न प्राप्त करते हैं । 
क्र! की 


जज तक विज लक! के 2 कक 5 कक 5 0 
भापको याद होगा कि #! रू # (+--!) ! 
तथा (--/ नै ) [ स्सय (४--7-+-! ) (४--+) [ 

इस प्रकार, () से 


८5 3 हैः रकम 
(छ है] 7)--८(#, 7-+4) स+# | | +-.]) [ (#--+]) ॥ मत [ जन ॥) (४--+) [ | 
| 7-7 न नर | 
नि ! --/-) (7-०)! 


ह गज-। - 
हा है छून्‍्तनीओ)! है 


. ४+])! 
गा गत [+८(४- , ?) 


अतः, ८५5 +) + ८ (४, ।+-) जन ८. (रन *?) हु 
अब हम इसके पलिए एक वेकल्पिक उपपत्ति देते हैं जो संचयों से सम्बन्धित तर्कों पर आधारित है । 
वास्तव में कुछ लेखक इसे संचयों के गणित को उपपत्ति (ट0रफाश४०9/ई७ फ़००) तक कह देते हैं । ह 
आपको याद होगा कि (४#--) वस्तुओं में से एक बार में + वस्तुओों को लेकर संचग्रों की संख्या 
८ (४-+-, /) होती है । 
के आइए, दी हुई (#-)-) भिन्‍न वस्तुझों में से किसी एक वस्तु पर ध्यान केन्द्रित करें। मान लीजिए 
हम इसे,उदाहरणारथ,$ से व्यक्त करते हैं । स्पष्ट रूप से दो सम्भावनाएं (90580०5) हैं । 








0... ह का .. गणित 
(9) यह विशिष्ट वस्तु 8 चयन में सम्मिलित है ! 
(2९2) 8 चयन में सम्मिलित नहीं है । 
सम्भावना 7] के लिए, जबकि. & चयन सें सम्मिलित है; शेष (/--) वस्तुएँ शेष बची (न्‌-) --। 
न # वस्तुओं में से चुनी जानी चाहिए.। ऐसा ८(४#, /+--) विधियों से किया जा सकता है। 
सम्भावता 22 के लिए, जबकि ९ चयन में. सम्मिलित नहीं है, स्पष्ट है कि » वस्तुएँ झ्षेष बची 
(४--) --। 5 ४ वस्तुओं में से चुनी जानी चाहिए। निस्संदेह ऐसा ८ (#, /) विधियों से किया 
जा सकता है। 
हस प्रकार (४--) भिन्न वस्तुओं में से » वस्तुओं को चुनने की कूल विधियों की संख्या 
८(#, +--॥) +- ८५७, )) है। 
भर्थात्‌, . 2(ह#+, 7) ७ 0(%5, 7) +- ८(॥ #--/) 
हम कुछ भर उदाहरण लेते हैं । 
डउदाहरंण 7: तनिम्नलिप्ित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए 
(0). ८ (0, 4) + ८ (0, 5) 
(7) ८ (6, 57) -- ० (60, 56) 
हल : () हम प्रमेय का प्रयोग करके निम्न प्राप्त करते हैं : 
८(0, 4 +- ०८(0, 5)5-0(॥, 5) 


(2) पुनः हम प्रमेय 5 का प्रयोग करते हैं। हमें निम्न प्राप्त होता है 
८(60, 56) +- ८(60, 57) 5 ८(6, 57) 
इस प्रकार, ८(6 57) -- ०(60, 56) ++.2(60, 57) 


#+34220 


च्च्य्ः 


60! 
ज्लञाआ 
अन्त में हम ८ (४, 7)- तथा ८ (#, #--!) के बीच एक' झावती सम्बन्ध (7९९०४7९४८९ उसंजए०७) 
सिद्ध करते हैं । | 
... पअमेय 6: यदि॥॥ तथा 7 इस प्रकार को प्राकृत संख्याएँ हैं कि | € 7 <: ॥, तो 


((॥, +) ॥>-+ नै! 
८(४,7-) 


. झइपपसि : आपको याद होगा कि; 
| 2. हु के 
हि क्‍ €? (6, 7) बन्द 7 -कओ) 
। ६ के 2 ४ 78 -/ हा दा 
तथा. ८७, ॥) व्यय फू छकप्प्फाए 


बिना गिनतो किए कंसे गिनें ? | 4 








४ (हल) £ ! (+/--) ! (#--/--!) 
इस भकार, ु त्क, लो घ्< या शअआ रण 
र्यात ८(#,+) #॥--7- 
35 आय 7 अर 


जिससे प्रमेय सिद्ध हो जाता है। 
हम कब क्रमचयों के सूत्र का तथा कब संचर्यों के सूत्र का प्रयोग करें! ? पाठक ध्यान दें कि “विन्यास', 
'क्रम-सम्बन्ध, क्रसचर्या, व्यवस्थित करना', 'पंकित बद्ध करना' इत्यादि शब्द प्राय: उन समस्याओं में मुख्य शब्द हैं 
जिनमें क्रमचयों के सूत्रों के प्रयोग की आवश्यकता होती है। दूसरी ओर जब्द “चुनाव” 'उपसम्भुचय', 'कमेटी' 
 चुनना? इत्यादि शब्द प्रायः उन समस्याओं में मुख्य शब्द हैं जिनमें संचयों के सूत्रों के प्रयोग की आवश्यकता 


होती है। 


प्रशनावली 7.4 


3. मान ज्ञात कीजिए : 
(0) ० (8, 5) 
(४) ( (5, 4) 
2. ८(४, 7) के लिए सूत्र का प्रयोग करके सिद्ध कीजिए कि 
८'(४, +) (!! ध--+) * 
3. एक वृत्त के ॥ बिन्दुओं से कितनी रेखाएँ खींची जा सकती हैं ! इन # बिन्दुओं से कितने . 
त्रिभमज खींचे जा सकते हैं ? 


4... मान ज्ञात कीजिए: 
(0). ८(50, 47) 
(). ०(6, ॥0) 
(07). ८(॥9, ॥7) +- ८(9 ॥8) 
(०) ०25, 22) -- ०(24, 27) 
(0) ८(3।, 26) -- 0(30, 26) 
5, यदि ८(#, 00) ++ ८(॥, 2) हो तो # का निर्धारण कौजिए तथा इससे ८(#, 5) 
का मान ज्ञात कीजिए । हि 


: 6, यदि ((28, 3) : (७, 2) +# 2 : हो, तो # ज्ञात" कीजिए । 


॥42: 


0. 


* 


गणित 
सिद्ध कीजिए कि 
५; दिन 
८ (४,॥) ऋ्*  ०८(४--,7-0), जहाँ ॥ तथा + प्राकृत संख्याएँ हैं तथा 
# < 7 है ॥ ह 


प्रत्येक शब्द के लिए 3 ध्यंजनों (0075074768) तथा 2 स्वरों (५०ए८($) का प्रयोग करके 
5 व्यंजनों तथा 4 स्व॒रों से कितने शब्द बनाए जा सकते हैं ? 


प्रत्येक शब्द के लिए ३ स्व॒रों तथा 2 व्यंजनों का प्रयोग करके शब्द वरए0ा,एरफ के 
ग्रक्षरों से कितने शब्द बनाए जा सकते हैं ? 


एक ठेकेदार को 2 बढ़ईयों की आवश्यकता है । समान योग्यता वाले 5 व्यक्ति इस पद 
के लिए आवेदन देते हैं। ठेकेदार कितनी विधियों से 2 व्यक्तियों का चुनाव कर 
सकता हैं ? 


. एक परीक्षा में एक, विद्यार्थी को 5 में से 4 प्रश्नों के उत्तर देते हैंँ। परन्तु प्रश्न | तथा 


2 अनिवार्य है। उन विधियों को निर्धास्त कीजिए जिनसे विद्यार्थी प्रपर्तों का चयन 
कर सकता है। 


एक थैली में से, जिसमें 4 काली तथा 5 लाल गेंदे हैं, 6 गेंदे निकाली जातो हैं। उन 
विधियाँ की संख्ण निर्धारित कीजिए जिनसे 3 काली तथा 3 लाल गेंद निकाली जा 
सकती हैं । 


)] प्रिन्त वस्तुओं को 5 तथा 6 वस्तुओं # दो संपुह्ों में कि..ती विधियों से विभाजित 
किपा जा सकता है? 


एक परीक्षा पत्र को, जिसमें ]2 प्रश्न हैं, दो भागों ॥ "था 9 में विभाजित किया गया है। 
भाग 8 में 7 तथा भाग .8 में 5 प्रश्न हैं। एक परीक्षार्थी को प्रत्येक भाग से कम से कप 


3 प्रइत चुनकर कूल 8 प्रइन हल करने हैं । परीक्षार्थी कितनी विभिप्रों से प्रश्नों का चुनाव 
कर सकता हैं ? 


एक विद्यालय में पुतमिन्नन सभा में कूल 6 विद्यार्थी उपस्यित होते हैं। प्रत्येक विद्यार्थी 


प्रत्येक अच्य से ठोक एक बार हाथ मिलाता है। हाथ पिलाने की कूल संख्या 
निर्धारित कीजिए । 


52 पत्तों को ताश् की एक गडडी से 5-पत्तों के संचयों की प्ररुया निर्धारित कीजिए यदि 
5-फतों के प्रत्येक संचय में. एक इकक्‍्का अवश्य हो । 


एक सिक्का 5 बार उछाला जाता है। उन दिधियों की संख्या निर्धारित कीजिए जिनसे 
0 ॥०७48 (अर्थात्‌ 0 ॥०863 तथा 5 !॥$) श्राप्त हो सभते हैं। साथ ही, । 8८80 
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(भर्थाद | ॥८80 : तथा: 4॥275) फ्राप्त करने की विधियों की संख्या निर्धारित कीजिए, 
इत्यादि । तदुपरान्त, निम्न सारणी की पूर्ण कीजिए 


धान 0 ] 2 ग हि 4 डे 


. विधियों की संख्या , 























[ प्रश्नावली 7.3 के प्रदन 22 तथा 23 भी देखिए।] 
]8. एक सिक्‍के को 6 बार उछालने से 4 ॥८४०5 तथा 2 [8/ प्राप्त करने की विधियों की 
संख्या निर्धारित कीजिए । 
. [अनुच्छेद 7.4 का उदाहरण 9 भी देखिए ]] , 
9. 6 लड़कों तथा 5लड़कियों. में से 5 सदस्यों कौ एक कमेटी चुनी जानी है। .कमेटी चुनने की 
विधियों की संख्या निर्धारित कीजिए. यदि कमेटी में कम से कम | लड़का तथा | लड़की 
... पश्रत्रश्य हों । * 
- «20. भिद्ध कीजिए कि ( क्रमागत (००॥5८८४४९९) प्रौकृत संख्यात्रों का गुणनफल ॥! से विभाज्य 
होता है।. | 
... [संकेत : ८(॥,£) की परिभाषा का प्रयोग कीजिए । |] । 
2. एक थैले में 4 लाल, 3 सफेंद तथा 2 तीले माबंल हैं । 3 मार्बलों को यादुच्छिक रूप से 
(धध00०0॥9) ,निकाला जाता है। उन विधियों की संख्या निर्धारित कीजिए जिनसे इस 
चयन में कम से कम | सफेह मार्बल को अवष्य चुना जा सके। 


7.6 ऐतिहासिक दृष्टि से 


जमययों तथा संचयों की संकल्पनाओं का इतिहास भारत में जेत धर्म के उदय के समय से या सम्भवतया 
इससे भी पहले से माना जा सकता है। परन्तु इनका श्रेय जेनियों को जाता है जिन्होंने इसको विषय-वस्तु का 
बिकत्प शीर्षक के प्रन्तगंत एक स्वतः पूर्ण विषय के रूप में विवेचल किया । 

भारत में जैत धर्म के आगमन से पूर्व वेदिक काल में हमें ऐसी परिकल्पनाएँ मिलती हैं जिनमें कि इलोकों 
और छंदों को परिवत्तित करते की विधियों की पंख्याएँ ज्ञात की गई हैं । 

ईसा से पूर्व छठी शताब्दी में सुश्रुत ने अपनी औषधीय क्रति सुश्रुत संहिता में तक दिया' है कि 6 भिन्‍न 
रसों में से एक बार में एक, एक बार में दी; इत्यादि लेकर 63 संचय बनाए जा सकते हैं। ईसा से पूं लगभग 
तीसरी शताब्दी में एक संस्कृत विद्वान पिगला ने अपनी कृति छंव-सूत्र में कुछ दिए हुए अक्षरों में से एक बार 
में एक, एक बार में दो, इत्यादि लेकर संतयों की संख्या निर्धारित करने की विधि प्रदान की है। ._ 

जैनियों में, निस्सन्देह, महावीर ने गणित की विभिन्‍न शाखाओं में गहत्वपूर्ण योगदान किया है। वें 
संसार के प्रथम गणितज्ञ हैं जिन्हें क्रचयों तथा संचयों के व्यापक सूत्र प्रदान करने का श्रेय प्राप्त है। , 

भास्कर (जन्म ]]!4 ई०) ने कमचयों तथा संचपों की विषय-वस्तु का उल्लेख अपनी सुप्रसिंद्ध कृति 
लोलावती में अंक-पाशा शीर्षक के अ्स्तगंत किया है। । 


4 8 5 ., ह.. गनित 
महावीर द्वारा ८ (७, >) तथा /(#, 7) के लिए पहले से प्रदान किए गए व्यापक सूत्रों के अतिरिक्त 
भास्कर ने. इस विषय पर भनेकों महत्वपूर्ण प्रभेयों तथा परिणामों का भी उल्लेख किया है।_ : &: 
| : भारत से बाहर क्रमचयों तथा संचयों की विषय-वस्तु का अल्प आरम्भ चीन में प्रसिद्ध पुस्तक पूर्नकंण 
* [परिवर्तेनों की पुस्तक) में हुआ । इस कृति का अनुमानित समय देना कठित है क्योंकि 23 ई० पूं० वेहाँ के 
राजा ने देश में सभी पुस्तकों झ्थवा हस्तलिपियों को जला डालने .की आज्ञा दे दी .थी। परन्तु सौभाग्यवश 
उन आदेशों का पूर्ण रूप से पालन नहीं किया गया। 
यनान तथा इसके पश्चात लेटिल वरसियों ते सी ऋमचर्यों तथा- संचयों के सिद्धांत पर कुछ छूंटपुट कार्य 
. किया है। उनका बहुत सा कार्य भारत में किए गए कार्य का पुनः आविष्कार ही था। यूनानियों ने मुख्य रूप से 
* अपना ध्यान क्रमचयों के सिद्धांतों पर केन्द्रित किया । उदाहरणां्थ, यूतानी दार्शनिक ज़ेनोक्रैंट्स (%०॥00क्ला८४) _ 
: में. कल धम्भवे यूं धियों (5४॥६७0॥७8) की संख्या 002000000000 परिकलित की थी | ग्रह लगभग 350 ई० पू७ 
में हुआ था। एक अन्य यूतानी दार्शनिक क्रिसीफ्स ((फाए४एएण्ड) (280-207 ई० पू०) ने 0 स्वयं तथ्यों 
(870978) के कुल सम्भव विन्यांसों की संख्या परिकलित की । परन्तु उन्होंने केवल इतना कहा कि यह संख्या 
000000 से अधिक है। लैटिन लेखकों में से. ए० एम० एस० बोधिस॑ (2०.5. छ80९0॥॥5) (480-524 ई०) 
से सगभगः 50 ई० में 2(»,2) निर्धारित करते का एक नियम प्रदान किया | 
मध्य काल में अ्ररब तथा हिब्र, लेखक अपने खगोल-विज्ञान के अध्यंयत के लिए ऋ्रमचर्यों तथा संचंयों की. 
संकल्पनाओं में जुटे रहे । उदाहरणार्थ, रब्बो बेनीजरा (2४80 ४९॥ 77279) ने जात ग्रहों में एक बार में दो, एक 
बार में तीन, इत्यादि को लेकर संचयों की संख्या निर्घारित की । ऐसा लगभग ]40 ई० में किया. गया। ऐसा 
प्रतीत होता है कि १४७४७ फसा -ह2:8 ((४,/) के सूत्र को नहीं जानते थे.) परन्तु उन्हे यह ज्ञात्त श्रा कि ज्ञ तथा 
7 के विशिष्ट मानों के लिए ("(॥,/) ८८ (#,४--/) होता है । 32] ई० में एक अन्य हित, लेखक लेबो बेन 
(७ ऐश 605०) ने (87) तथा 2(#%, के लिए सूत्र दिए तथा ८'(#,/) के लिए निम्न व्यापक सूत्र 
प्रस्तुत किया : ।ढ 


(( ह। (#०- | ) (॥-- 2) (॥-7८॥- ) 


पहुली पुस्तक जिसमें क्रमचयों तथा संचयी की विषय-वस्तु का पूर्ण विवरण .दिया गया है वह है 
/75 (20॥४०४७॥० जिसे स्विटज़ रलेड के जेकब ब्नुलो (स्7ण 8व0०॥॥) (654-705 डर ) ने लिखा था। . 


यह पुस्तक उनकी मृत्यु के पदचात 7]3 ई० में प्रकाशित हुई थी। निश्चय ही. इस पुस्तक में क्रमचर्यों तथा संचर्यों 
के सिद्धांत का वेसा ही वर्णन मिलता है जैसा कि यह भाज जाना जाता है । 


हु 


7. ससख्य सकलपनाए 


सा हा. का मूलभूत सिद्धांत ५ वि न संचय --((॥,॥) 


फैक्टोरियल--0 ! ... इस्तुओं के क्सजय जबकि 





अऋंभवय---2(0,70, ४(॥; 7) रे न उनमें से कुछ एक सो हों 
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7.8. प्रति झ्रध्ययन हेतु सुझाव 


[१] 


[2] 


[3] 


४, शॉलिात॑त : (0चरी। 


. 0क्री0छ09 ((५.७.), 4970, 


इस विषय पर एक श्रेष्ठ पुस्तक निम्न है 


[२8४ 'राएटा : ैडॉड्राशधांटड ते टाठग॑ंटर 07 प6छ (0 (०च्वाए क्तांधीएप (5प्रततंवष्, 7॥0 ॥.9७ 
88८0 ('0शएशआ५, चएछ ४677 ((,$,8.), (965 


रुचियूर्ण अध्ययत के लिए एक जे लेखक की छोटी सी निम्न पुस्तक है 
। शबराराब्वॉटड ि रिज्सशॉजणा, शा एफणांइाटा$, 
05009 ((,5.8.7९), 972. 


संकल्पनाओं का प्रारश्मिक वर्णन निम्न पुस्तक में मिलता है ॥ 
प्र... /80005 : 'तन्वशश्शान्री25, 4 वेधरियाशा ावेट्नएएण,, 9४६ की. क्‍िलयाना गाते ('जाफशाफ 


के आते 5 ; 
शमचयों तथा-रचयो के विषय के:ऐतिहेसिक संदर्श (9९7५9०८४४८) के लिए पाठक अनुच्छेद .2 में 
वी गई पुस्तक [4], [5] तथा [7] देखें । 


एकक शा 


ह्विपद प्रमेथ्थ 


गर्णितोय भरगमन के सिद्धांत का प्रयोग झरके एक धतात्मक पूर्णॉंफीय घातांश के 
हिए द्विपद प्रसेय को सिद्ध किया गया है। द्विपद गुणांकों के सरल गुणधर्मों का शप्पयन 
किया गया है। तदुपरान्त हिपद प्रमेद को ऋणात्मक और परिसतेय घातांकों के लिए भी 
साग किया गया है। संख्याप्रों के मूल श्रौर .घातों-के'ज्ञात करने में इसके श्रनुप्रयोगों पर 
बिसार किया गया है। ॥ 


8.4 भूमिका 


पाठक पहले से ही 'द्विपद' की संकल्पना से परिचित हैं। आइए देखें कि यदि हम द्विपद (४--)') की 
भात एक ऋणेतर पूर्णाकीय घातांक* लें## तो हमें क्या प्राप्त होता है। 
(४+»)" न्‍ह ! 
(४न))! न्ूू ४+)' 
(>-+3)* ज्ूे औ--290' 4-#*ै 
(>न/)* 55 ४४+-3.00--33॥7-+-)४ 
(<न)')' ह5 न %%-- 6.७॥४--ब४॥१-] ॥/! 
(सनी2)* नूे हनी एन 0 0 +-0077 4-53 - )४ 
उपरोक्त ' प्रत्येक प्रवस्षा में हम वाहने है कि हमने द्विपद को प्रसारित (€४फ/आाह) किय' है। इन 
ब्िपषद प्रसारों (॥00॥09॥ ९४एशाहंणा+) में हम क्या देखते है ? हम देते हैं कि 


... प्रसार में पदों की संख्या घातांक से सदेव एक प्रथ्िक है। 








ह्तव में अगर देखें तो यह .-4। <+ 0 के लिए मसास्य नहीं है जब तक कि हम राशि 0" का मान | 
निदिष्ट न कर लें । ; 
' अश्याठक को चाहिए कि वह वास्तविक गुणन हारा इलमें में प्रत्येक को जाच वैरे ! 


दिषद प्रभेष ॥47 


2... प्रस्पेक प्रसार सें 
(क) (» में) प्रबल पद कर छत्तांक ह्विपद के घातांक के समान है। (इससे निष्कर्ष निकरसा 
है कि प्रथम पद सें / का घातांक शून्य है ।) 
(शव) इसके पहचात प्ाने वाले प्रत्येक पद थें ४ का घातांक [ घट जाता है तथा साथ हो साथ 
+ का घातांक । बढ़ जाता है! 
(ग) यह क्रम तब तक चलता रहता है जब तक कि हम अंतिम पद पर न पहुँच जाएं। इसे 
शबस्था में « का घातांक शत्य सथा ? का घातांक द्विपद के घातांक के समान हो जाता है। 
3. प्रत्येक प्रसार के प्रत्पेक पद में » तथा ५ के घातांकों का योग द्विपद के घातांक के समान होता है। 


किसो प्रसार में बिभिन्‍त पदों के गुणांक (००८रीटंशा(5) एक प्रतिरूप ((ह/०7॥) बनाते हैं।. 
झाहए इस प्रतिरूप की जाँझ करे 


0 । 






ननज- लैननत>+ठ +++++ 


८ 3 ४ 
4----७----- 4-+-] 


2 0 5ध 3 
$ ]00 [0 5 


|| 












(क) शुणांकों को प्रत्येक पंक्षित दोनों भोर | से परिबद्ध है। 

(खत) किसी भी पंक्षित में कोई ध्रप गुणांक इससे तुरन्त पहले की पंक्ति के दो गुणांकों, भ्र्भात्‌ 
एक तुरन्त बांया गुणांक तथा दूसरा तुरन्त दांया गुर्णाक, के योग के समान होता है। 
इसे त्रिभुज बनाने वाले बिन्दुकित ((0(०0) चिस्‍्हों से दर्शाया गया है। उदाहरणार्थ, 
घातांक 4 की तदनरूपी पंक्ति में हम देंखते हैं कि 4 >> ]--3, 6 55 3+-3, 

सन 3--]। यह पंक्ति दोनों ओर | से परिवद्ध है ेृ 
गुणांकों को उपरोक्त व्यवस्था को आजकल सामान्यतया पास्कल अ्िश्रुज (25८७६ 'पतंशाह८) कहा 
जाता है। फ्रांस में जन्मे ब्लेज पास्कल (623 ६ई०--662 ई०) ने 653 में एक त्रिभुज की रचना की जो 
उपरोक्त विभुज के समान ही था परन्तु इसे कुछ परियर्ित रूप में लिखा गया था। उन्हींते द्विपद प्रसार के 
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गुणांक़ों को प्राप्त करने के लिए इस त्रिभुज का प्रयोग किया था। इसे ]665 ई० में प्रकाशित किया गया तथा 
यह अंकगणितोय त्रिभुज (आपंतागश्वट्या तंथ्राष्टाछ) के ताम से जाना जाता था । 

त्रिमज के जिस रूप का प्रयोग हमने किया है वह इटली के |रशांट0॥ ०( ८5८४, जिन्हें आमतौर 
पर टारटगलिया (]499 ई०--557 ई०) के नाम से जाना जाता था, तथा जर्मती के माइकेल स्टाइफेल 
. (486 ई०--567 ई०) श्रौर साईमन स्टीवित (548 ई०---620 ई०) को ज्ञात था। 


पुवंकालीन हिन्दू गणितज्ञ एक ऋणंतर पूर्णाक # <. 7 के लिए (५ |-))” के प्रसार में आने वाले 
गुणांकों को जानते थे । इन ग्रुणांकों की एक आरेख के रूप में व्यवस्था (#शाहव्याणा) जिसे मेरु-प्रस्तर कहा 
जाता है, स्व प्रथम ईसा से पूर्व तीसरी शताब्दी में पिगला द्वारा दी गई थी। मेक-प्रस्तर की त्रिभुजीय व्यवस्था का 
वर्णन चीनी गणितज्ञ च श्ली-काई द्वारा 303 ई० में करिए गए कार्य में भी मिलता है। इस प्रकार, पास्कल इस 
त्रिभुज का जन्मदाता नहीं था। परन्तु उस ने इस त्रिभूज के बहुत से गुणधर्मो के महृत्व को दर्शाया तथा अपनी 


कृतियों में इसका इतना विस्तृत प्रयोग किया कि इस त्रिभुज के साथ पास्कल का नाम दृढ़ता से जुड़ गया । 
अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । ' 
उदाहरण ; प्रसारित कीजिए 
(/) (५: १)" (॥) (2 3.७8) 
हल ; (४) (4--4)7 +८ (५१)(५)९ न 5(/00' (4) + ॥0 (७)९4)१ +- 0[ ४) (4) 
+5(५)(१)/ : (४)"(4)* 
, सरल करने पर हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
 (4र्न-4))? जून थी +- 20 4 -+- 60 करें + 640 ५ | 280 9 ++ 024 
(४) (0-३७) < (2)! + 4(2)* ( 30) + 6(2)( 3७) 
न 4(2)7( -3.७)१ -+- (:--3.0७)+ 
जन (6-+96 ४१ -- 26.0--26 ४ -- 8| ४ 
[पाठक को चाहिए वह ध्यान दे कि हमने किस प्रकार पास्कल त्रिमुज से विभिन्‍न गुणांकों को 
प्रयुकत किया हैं ।] 


4 क हर 
उदाहरण 2 : | हज ) के प्रसार में चौथा पद ज्ञात कीजिए । 


हल : पास्कल तरिभुज से चौथे पद का गुणांक 0 होगा । 


. अतः चौथा पद +>. !0 ( ) [ ज-धा ॥ 


५०० 760 ७3 209 
नल 0 १ 


[पाठक को याद होगा कि किसी भी पढ़ में » का घातांक पद संह्या से | कम होता है। फिर 5 का 
घातांक सुगमतापूर्वक प्राप्त किया जा सकता है क्योंकि किसी पद में € तथा + के घातांकों का योग द्विपद के 
: घातांक के समान होता है । | 


द्विपद प्रम्नेय 49 


पास्कल त्रिभुज का प्रयोग (४-9) (>न-»>)7, इत्यादि कै प्रस्तारों में गुणांक ज्ञात करते के लिए 
किया जा सकता है। परल्तु पास्कल विभुज की किसी विश्लेष पंक्ति के गृणांकों को ज्ञात करने के लिए हुमें उससे 
तुरन्त: पहले की पंक्ति के गुणांकों का प्रयोग करना पड़ता है भौर ऐसा करने के लिए फिर उससे तूरत्त पहले को' 
पंक्ति के गुणांकों का प्रयोग होता है, इत्याद्वि। अत: यदि हमें किसी बरांछित पंक्ति के युगांकों का प्रयोग करने 
के लिए पास्कल त्रिभुज का निर्माण करना पड़े तो यह अति अशुविधाजनक होगा तथा इसमें समय भी अत्यविक 
लगेगा। क्‍या हम किसो श्रन्य भ्रधिक सुविभाजनक विधि से गुणांकों को प्राप्त तहीं कर सकते ? आइए देखें। 
प्राइए, उदाहरणार्थ, (४--»)* के प्रसार की जाँच करें। हमारे पास एक पद #* में, एक पद ०४ में, 
एक पद 95 में तथा एक पद 99 में है। श्राइए इसे निम्त रूप में लिखें तथा गूणनखंडों की प्रथम, द्वितीय तथा 
ततीय से प्रदर्शित करें : 
(आज) न्ू (न) (अन॑-) (3-७) 
प्र द्वितीम तृतीय 
अब हम, कोई पद, उदाहरणार्थ, ४5» किस प्रकार प्राप्त करते हैं ? महू दो > तथा एक » का गुणनफल 
है। इस प्रकार हम प्रथम पद के ५, द्वितीय पद के % तथा तृतीय पद के » का गुणा कर सकते हैं श्रथता हम 
प्रथम पद के ४, डितीय पद के # तथा तृतीय पद के 5 का भुगा क्र सकते हैं, इत्यादि | अतः हमें दो ऐसे गुणनखंड 
चुनते की आवश्यकता है जिममें से प्रत्येक से & ले सकें तथा एक ऐसा ग्रुगनखंड खुतने की आबद्यकता है जिसमें से 
के, ले सकें और फिर इन्हें लेकर हम परस्पर ग्रुणा करते हैं। हम तीच गुणनखंडों में से एक ग्रूणनलंड को क्रितनी 
विधियों से चुन सकते हैं ? [इस गुणनर्खंड से हम » ले लेते हैं तथा शैष बच्चे दो गुणनखंडों में से प्रत्येक से & लेते 
हैं ।] स्पष्ट है कि हम ऐसा ((3,) नमाज #्3 विधियों से क्र सकते हैं । 
ग्रतः पद ४79 का गु्ांक 3 है । 
इसी प्रकार के तक॑ द्वारा हम देखते हैं कि पद, उदाहरणार्थ, ४* तीनों गुणनखंडों में से प्रत्येक से £ लेकर 
और इन्हें परस्पर गुणा करने से प्राप्त किया जा सकता है। श्रर्थात्‌ » लेने के लिए हमें किसी गुणनखंड को जहीं 
चुनना है। ऐसा ('(3,0) >« विधि से किया जा सकता है। श्रतः पव #? का गुणांक | है। 
[पाठक को चाहिए कि वह इसी प्रकार के तके द्वार पद्रों 2४6 तथा 9 के गुणांकों करा निर्धारण करे ।] 
अतः (४+-9)* के प्रसार में गुर्णाकों को निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है : 
८(3,0); ८ (3,!); 2०(3,2); ०८(3,3) | 
[पाठक यह जाँच करें कि (४-४) के प्रसार में गुणांकों को इस प्रकार से लिखा जा सकता है : 
2(4,0); ८(4॥); 2(4,2); 2(4,3); 2(4,4) तथा (%--2) * के प्रसार में इन्हें. 
2(5,0); ८(5,); ८(5,2) ८(5,3), ८(5,4); ८(5,5) के रूप में लिखा जा सकता है, इत्यादि ।]ु 
क्योंकि ये गुणांक गुणनखंडों के मंचयों (०0॥0ग्रव/075) की संध्या से प्राप्त होते हैं अत: प्रायः इल्‍्हें 
संछ्य विग्यास गु्णांक (20फराबात्शंश ०02गीलंशाह कहा जाता है। 
अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


उदाहुरण 3: (४-29) को प्रसारित कीजिए ! 
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हुस : हमें निम्न प्रसार प्राप्त होता है : ह 
(>3--29)*%0(6,0) (&?)%-- 2(6॥) (४)* (29) +0०(6,2) (४४) (29)* 
न-0(6,.3) (|+)१(29)*-- 2(6,4) (४)? (29)* ह 
+0(6,5) ४ (29)*--९(6,6) (29)५ 
6! 


५6! 6! 
लत हाय ज (2) नंद बा (*) 


6! 6! 
न उओऋं (87) +द्वाद्रा * (/0") 


6! | 6! 
नगात * (१३४) +द्वाहा (५४) 
अर | ४2-- 6 ४९ (2.0) --5 ४ (49%) --20 ४९(8/१) 
न-5 ४((6)/) -|- 6 ४१ (3295) -- | (64) 
जर्धात, (-_-29)*ब| १-० 200%--60:097-- 60%%%-|- 24029 
* न॑-492 डे 95-64 5 
उदाहरण 4: (»--£9)* के प्रसार में तीसरा पद लिखिए । 
हल : तीसरा पद-८(4,2) (४)४१(६/)* 


4! ,/2 'ः 
च्तूतरू हर 


4 
ड््ट 9 | + ॥75 
न्ल्0ज (55 है ) 


2 
बर्षात्‌, तीसरा पद--7 जोक 


क्या अब आप किसी द्विपव (5--७) की एवों घात के लिए सूत्र का झनुमान लगा सकते हैं ? यह 
निम्न है: पा, ह 
(अन->)"१%८०(७,०)४+-८2७॥/)%" कफ (७2) 2"/7-+- ... +०(0/) "7 + .. .+-८(४.॥)३" 


अर्थात्‌, (>न॑>)" ल्‍+. डर 


क्‍्झ्ण्ा 


८(#77) &एश/ आ 
0 . 
इसके लिए कि यह वास्तव में सत्य है उपपत्ति की आवश्यकता है। अगले अनुच्छेद में हुम उपरोक्त को 
सिद्ध करने के लिए गणितीय जञागमन फे सिद्धांत हा प्रयोग करेंगे। 
प्रइनावली  8.] 


निम्नलिलश्णति को प्रसारित कीजिए : 
. ॥. (»४+3!)* 9 >> ईह ह्ड 


द्विपद प्रसेय 5 


४ | | 0 
205“ ले॥ ) ४ 4. ॥ ना यूज न ज”] 


चुत 9» के प्रसार में ५९ का गुणांक ज्ञात कीजिए । 


८ कै ह। ४ 
8. (3५ न १) के प्रसार में तोसरे पद का गुण्णांक ज्ञात कीजिए । 


9. भिम्नलिखित के गुर्णाक निर्धारित करने के लिए उस प्रकार का तर्क दीजिए जैसा कि 
अनुच्छेद ६.] में दिया गया है : 
(0) (> ))१ में +»* का 
(॥). (७५+-०9)* में ॥ का 
(पर). (>--३)* में हमने का 
(४). (७-१) में ज्लो। का 


8.2 ऋणेतर पूर्णांकीय धातांकों के- लिए द्विपद प्रभेय ेल्‍ 
(8९ ए0्णांजो %20००ा ०7 ४णा-ा€टु॥ा्र 6१4) #५5एएत॥शा६) 
[,., हिपद (४+-)) की #बीं घात के लिए सूत्र को द्िपद प्रमेय (छाग्राठणांथ "॥900॥).अथवा 


दिपद प्रसार (झआ०णांशे ०हफुशाआंणा) कहा जाता है। हम द्विपद प्रमेष को उस स्थिति के लिए सिद्ध करते हैं 
जबकि घातोंक # एक ऋणे तर पूर्णाक है । 

स्पष्ट है कि जब #5८0 है तो (-+ 3))"७-॥ 

अब हम ह्विपद प्रमेय को उस स्थिति में सिद्ध करने के लिए, जब घार्ताक # एक प्राकृत संख्या है, गणितीय 
आगमन के सिद्धांत का प्रयोग करेंगे । 

प्रमेघ  : यदि ॥ एक प्राकृत संख्या है, तो ह॒ 
(जने-१)"७०९८ (॥,0) ४" + (7 (0) »"7४-+-९८ (४, 2)"7%१-- ...+ (( ४) ) ७7 --,.. | 0(0,0) 9" 


है| 
अर्थात्‌, ( + ४) का ेे (९. ( 0; ) जा 


70 
उपपत्ति: आइए, द्विपद प्रसार सम्बन्धी कथन को, जबकि # एक प्राकृत संख्या है, /(॥) से व्यक्त करें। 
प्र्थात्‌, 72) 5 (5 7)" (७0०) #“न॑-ए(का)४ ? >न८(02)2"7#+ . . . 
नी 0 (87) 2079 के -«- + ०४)» के 


बया 9 () सत्य है ? /'() क्या है ? यह निम्त कथन है * ह 
(४+०)7%८(,0) >+०()9 (2) 


52 . गणित 
परन्तु ८(,0) 55 तथा ((,) -< 
इस प्रकार (2) से, 

(&+-०)!55४--) 


जो कि वस्तुतः सत्य है । 
अब मान लीजिए कि 7 (& ) सत्य है, अर्थात्‌ 
>2 (४) : (उ--३)*5-० (६0) #+-८(#)20फ-+-0(&/2) ४१ 
न. ०(६/)४;-- ...न८०(४४) (3) 
हम यह दिखाना चाहते हैं कि /(;&--) सत्य है, अर्थात्‌ 
2+) + न») / ०८ (#-+-,0)/7-- ८(४-+-,)9+- 


८(६&+/) ४४ + ... +८(४--.#+)//' (4) 
आइए (4) के वाम पक्ष की जाँच करें| हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
+>ओ) 77% (३) (५+9) (5) 


(४-9) * के प्रसार में (&--) पद हैं। (5) के दक्षिण पक्ष में हमें (४--७)” तथा (४-9) को 
गुणा करने की आवश्यकता है। अब जब हम (&£--) पदों को (४--9) के दो पदों से गुणा करेंगे तो हम कितने 
: पद प्राप्त करेंगे ? हम (॥--) +- (४--) +२(20-+-2) पद प्राप्त करेंगे । हम » की समान घातों के गुणांकों 

को इकदूठा करते हैं तथा निम्न प्राप्त करते हैं : 
(>+2)"(«+-9) 5*०८(६,0)//7-- [८(४&, ) +८(४०).] 
[८(४2)-+-2८0॥)] ४४ 9?+ ...++ | । 
(&7)-+-0(&#-)] (7६ #--... , 0 (&&) अप (6) 

भ्रव,. ८(४,0) 5६८(४८--,0) ह 

तथा, ८(४.४) 5 ८(४&--, &+-) 

पुनः एकक एग्रा के प्रमेय 5 द्वारा, | € +# ४ के लिए हमें तिम्त प्राप्त होता है ; 

८(%8/) +-८(॥४/--)57८(४-+-,/) 
भर्थात्‌, ८(&,) +-८(४,0)--८(४-- !,) 
((४,2)+-८05! ) ६८(७४८-- ,2) 
८ (॥2.3)-+-0(&,2)5--८(%&-+-,3) 
इत्यादि । 
अब (6) को निम्त प्रकार से लिखा जा सकता है 
(नए (न>) **०४-+-॥,0)>४7-- ८(४+-,)9 
+०(&+, 2)%/7 #-+- ... +८(४-- /)&४7४७ 
न» +-०७+#&-+)/"7 
जो कि (4) से, निस्‍्संदेहूं, (४--9)” का प्रसार है। 
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हस प्रकार हमने सिद्ध कर दिया है कि 
(4) »2() सत्य है, तथा 
(8) जब भो /(४) सत्य है, 2(४--]) सत्य है । 
इससे (४) सभी प्राकृत संख्याप्रों # के लिए सिद्ध हो जाता है । हम नोचें कुछ महत्वपूर्ण टिप्पणियाँ 
दे रहे हैं: ह 
टिप्पणी ।: हम देखते हैं कि इस प्रसार में (४+-) वाँ पद, 7'..,] निम्ते है : 
॥ . उ5((॥,2)%/४ 7५ 
कुछ लेखक (/-|-[) वें पद को व्यापक पद भी कहते हैं। 
टिप्पणी 2 : प्रमेय ] का कथन निम्नलिखित रूप से भी व्यक्त किया जाता है : 
हम &>रझ्ा। तथा 3'--० मान लेते हैं । हम कहते हैं कि घदि ॥ एक प्राकृत संख्या है तो, 
| (+9) "० +-0 (0) 8-0 (॥,2) #+॑ (07) # |-:..-] ('(॥,॥) #" 
इस प्रसार के लिए (7-+-4) वाँ पद 7. (37-८"(9,:) 8” है । 
प्रब हुम कुछ उदाहरण लेते हैं । 


अवाहरण : निम्नलिखित में से प्रत्येक का प्रसार प्राप्त करने के लिए द्विपद प्रभेय का प्रयोग कीजिए 
"पल न 

(४) (> दे ») * (8) (०+ हत ] 

हल : () हम निम्न आप्त करते हैं: 


(४-७) _्॑+(८(7 0) ( मी] न (7) (७)१--))+-८(7.2] (५) ( 
+0(7,3) (४४) (--७)१- ८(7,4) (४) ( --))/+-०(7.5) (४ 
+0०(7,.6) (४)(--०)९०-८(7/7) (-») 


हल 7/77 ) न ठगाउ) ४ 


) 
)' (3) 


हु 
तर प्‌ # चर ए 


:0,,। 


35 8 न 
+प्राठर (0५ ०- द्गाठ ४ ५०-- 7०४) --]7 





भर्थात्‌ (५४-39) 'ब्|प्ी--4.07८/-+ 2.00 )7--35.07-+-35. ॥-- 2[.007 -+ 7.000--) 
(॥) . हम निम्न जाप्त करते हैं 


2 ]0 | ै 5 
(८+ ८ 5» ८(0/) (4)7७१" (+) 
| ल्‍ल्य)फति हि ; हैं 
हम विभिन्‍त संचय विन्यास गुणांकों को परिकलित करते हैं तथा निम्न प्राप्त करते हैं 
८ (0, 0) 5 ८' (0, 0) न्‍ू ।; ८ (0, |) ++ ८ (0, 9) - [0 
८ (0, 2) *ू ८ (0, 8) न्‍ूू 45; 6 (0, 3) #ू ८ (0, 7) 5 70 ; 
( (0, 4) 55 ८ (9, 6) 9 8: ट 


2.7 20545:0 2, 
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| १४0 वर 4९ न 
0, नल» ब-- ८"! |. अन्पकले> शिकार ि व्जनलल 
(० + हु) कौ ०! + 0 + 45 रू+ 20 ४ + 20  + 252 7; 
रख 
+ः 2]0 पी +- ]20 न" 45 फ़ नी 0 कक र्नः शत] 
उदाहरण 2 : (»--3)* के प्रसार में छठा पद ज्ञात कीजिए ! 
हल : आपको याद होगा कि (६--»)" के प्रसार में (/--) वाँ पद 
५.) ८ (॥, 7).0"/॥/ होंता है । 
अरब, ॥ 5 9, /555 है। इस प्रकार 
7५ नर ८ (9, 5) ४) (3) 
| 


95 
है. 23 88 
श्रर्थात्‌, सन 306]8 # 
अतः (६-।-3)१ के प्रसार में छठा पद 3068 + ह ) 


- ४९ (243) ल्‍5 (26) (243) &८ 


5 


; है 
उदाहरण 3: | ट्््ा - ) के प्रसार में / से स्वतंत्र पद को लिलिए तथा उसे सरल कीजिए । 


हुल : 2 से रखतंत्र पद को लिखने के लिए हमें वहु पद, परिकलित रूरना' चाहिए जिसमें 2 तथा 
( शी | के धातांक समान हों । स्पष्ट है कि यह घातांक 6 होना चाहिए. अतः बॉछित. पद 7र्वाँ पद 


भथात्‌ 7: 5 इस प्रकार 


7५ न्‍॑|ई ८ ([2, 6) ८१५ ( _ हज - 


जू 924 
] 2 * 
मी ( यु आए | + प्रसार में 2 से स्वतंत्र पद 924 है। 
प्रदाहरण 4: सिद्ध कीजिए क्ति # अवयवों के एक परिमित समुच्चय के सभी उपसमच्णयों की 
संख्या 2" होती है । 
हल : आपको याद होगा कि रिक्त समुच्चय प्रत्येक समुच्यस का उपसमुच्यय होता है। केबल 
८ (#॥0) उपसमुच्चय अर्थात्‌ रिक्त सभुछ्छय ऐसा है जिसमें कोई भी अवमब नहीं है । 
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अब ] अवयव के कितने उपसमुच्चय हैं ? आपको याद होगा कि ॥ भिन्‍न वस्तुओं में मे एक बार में 
] वस्तु लेकर प्राप्त संचयों की संख्या ८' (॥, )) होती है । इस प्रकार ]-अबयब वाले उपसमुच्चयों को संरूया, ह 
८ (#॥ ) है । ह हु 

इसी प्रकार, 2-पग्रवयवों के उपसभुज्ययों की संख्या ८ (॥, 2) है. 3-अवयवों के उपसमुच्वयों को संख्या 
ए. (#, 3) है, इत्यादि। अन्त में, ॥ अवयत्रों के उपसभुच्चयों की संख्या ८ (#,#॥) है.। यह निरसंदेह स्वयं 
बहू समुच्यय ही है । ह - * 
ग्रत: कुल उपसभुच्चयों वी रस्या निम्न है : 

('(,0) न (य) + ८(॥2) +...+ ((॥,/) + ... + "(फय) () 

आपको  (-- 4)” के प्रसार के बारे में याद होगा । इसके संचप विन्यास गुणांक वैसे ह्दी हैं जशे कि 
हम चाहत हैं केवल इस मंतर के साथ कि इस प्रसार में ४ भी आते हैं। अत. यदि हम (]-+-० ) के प्रसार 
में 4८5] ले नें तो धर्म निम्न प्राप्त होता है.: 

((+।)7 ऋू + ६७७) के (७2) +... न ((॥॥) +...+ ((ए,॥) 
भर्थातू, 20 ८ 200) + (७,॥ + ९(७,2) +...+९० (का) + ...-६ ९" (॥,) 
अतः # अवयबों के- एक परिभित समुझुयय के सभी उपसमुच्चयों की संख्या 2" है । 

: [ प्रबनावली 6, का प्रइन [8 भी. देखिए ।] 


3 ॥77 में ह 
7 छदाहरण 5 : ( 274 -- ->] के प्रसार में उस पद का गुणांक ज्ञात कीजिए जिसमें »" आता हो। 
हल : आपको याद होगा कि (+- |) वाँ पद, 7'.,, रिस्‍्न है: - 
४ आ (/7) (2.0) पा (डर) 
हर न 


अर्थात्‌, 7...ल्‍5८(8#) शा" (--3) वश. ह (१) 
हम उस पद का गुणांक ज्ञात करना चाहते हैं जिसमें ५" जाता है । ह 
इस प्रकार, 22---3/--0 
जिससे, स्च्ब 
अब () से हम निम्न प्राप्त करते हैं : 
४ 'पच|टत,ब)श० (--3) क्। - 
७ ा:। 
. ब्रावा 
अर्थात्‌, 7:5-330 (28) (8) ४४ 


2 (श)0%. 


४ __ 3) के प्रसार में 5222 0 
अत:, [ 26 -- दर) के प्रसार में ५० का गुणांक 330 (28) (8)--342440 है । 
ग् 


उदाहरण 6: यदि (--०)" के द्विपद प्रसार में, ८“, ८९ तथा ८४! के गुणांक समांतर श्रेणी में हों, 
तो सिद्ध कीजिए कि | 


हज (+-+-) +- 42--2550 
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हल : आपकी याद होगा कि इस प्रसार में ८ (॥/-)/ 47 का गुणांक हैं। इसी प्रकार (! (४/) 


तथा (((॥/+-!) क्रमश; ८" तथा ८”! के गुणांक हैं । 


हमें दिया हुआ है कि ८ (७/--]); 2(ह/) तथा ८ (#/-+-) समांतर श्रेणी में हैं। 


अर्थात्‌, ; #/ ( (४, ) न ((#॥#+] ) ्ः ८(॥/+॑- ) 
हम (]) के दोनों पक्षों को 2(४.) से भाग देते हैं तथा निम्न प्राप्त करते हैं : 
८(#॥,/--) ह ८(#/-- !) 




















('(४४) ८ (४/) 
अब ६७.7०!) ... 7 हिल: कि 
! (७, ) (४०-१)! (ह जाए )! #! आई की कई 
हथा,... (एन)  _ 7! (॥-+7)! 33 आना 
८(४४) (७४--))! (#॥--7--।)! श! ला! 
“ इस प्रकार (2) से हमें निम्न प्राप्त होता है : ' 
ँ 87० 7 
(आय ग #न। 


जिससे, /(&--। ) +(0--7) (४--7--) #+2७--/--) (/+-) 
सरल करने पर (3) ते निम्न प्राप्त होता है 
हरर-ह (4/-5) -+-47--2550 





() 


(2) . 


(3) 


उदाहरण 7: (---9)" के प्रसार सें हम संचय विन्यास गुणांक ०((0,) को (', से व्यक्त करेगे। हम 
पहले हो अनुच्छेद 8.2 के उदाहरण 4 में इन संचय विन्यासों के गुणांकों के एक महत्वपूर्ण गुणघर्म को सिद्ध कर 


जुके हैं जो कि निम्नलिखित है 

(४७४+९०+९०४+- ++च|्27 
सिद्ध कीणिए कि 

(7) ००+#७०+९५+ ..क्च्शएा 

(४) 0७+-०४+ ०४++.* कच्2"7 

हल ; आइए (--८)" के प्रेत्तार में ८----! प्रतिस्थापित करें! 

हमें निम्न प्राप्त होता है : * 

(।--] )"5-८०७--८०५+०४--०३+ ८,-- 


अर्थात्‌, 05८(७--(१-- ७४ >५.४८०८-- 

इस प्रकार, (४०+-८४+०४+«-«+८४+-८४+-०८४+ -«« 
 परस्तु, €<७+९+-८४--८4-॑- ..-+८४७च् 2" 

भह्न:, ८०-+-८५+-८५+- बंटी 


इसी अ्रफार, ८3+-८५-०+ ... ्ू2"४ 
उदाहरण 8: सिद्ध कीजिए कि 
(८०१+-।०)१+(०७)१+:..+ (०५)१४० 
जहाँ ८७, (3. ८५,धस्‍पादि के सामान्य प्र हैं । 


(20)! 
(४!) 
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हल : आ्रापको याद होगा कि ८', संच्य विन्यास गुर्णांक ८(४/) है जो कि (--८)"” के प्रसार में ८ का 
गुणांक है । हमें इन गुणांकों के वर्गों के योग की आवश्यकता है। अत: हम यहाँ सहज ज्ञान. का प्रयोग करेंगे। 
आइए (--५)" तथा (4--)" का गुणा करें। हमें निम्न प्राप्त होता है :- 
(+ व)" (४-+-)"७+ (८०+ ८3 4+ ८श्वॉ+ ---+०,०-+ ...+०%०") > 


(2०-+-टाब"१-- ...+८७०"/+-...+०%) (!) 

अब, ([) के दक्षिण पक्ष में ८" का गुणांक क्‍या है ? स्पष्ट है कि यह 
(८० + (०0)*+ ««+ (०.)१+...+(०७)? है। . (2) 
परस्ु,... [+०े (बकी)'च्कबघ)ण७ . (3) 


अब, (3) के दक्षिण पक्ष में ८९ का गुणांक क्‍या है ? 
स्पष्ट है कि यह निम्न है: 
ट् >> __(270! (20) ! 
८(2४७) (ह!) (४!) (४)... ३ ह 
(2) तथा (4) से ८" के गृणांकों को बराबर करने पर हमें वाँछित परिणाम अर्थात्‌ 
(८णा के (के कन (८0९+--+ (००) + पुर गत हो जाता है। 


) 2] 








प्रह्नावली 8.2 


. निम्नलिखित में से प्रत्येक के प्रसार में कुल कितने पद हैं : 
म 2. 7'* 
0) (>+र्) ! 
(0) (#-०)४ ! | 
2. (5-29 के प्रसार में )* के गुणांक को लिखिए तथा उसे सरल कीजिए । 
3. ,निम्नलिखित में से प्रत्येद'का प्रसार कीजिए : 
6) (०-०४) 
थे 2 3) 
७) (+5“-ह) 
(7. (45--59)5% 
,.... (ए (४+-3:७१ 
4. (--32--2) * के प्रसार में चोधा पद निर्धारित कीजिएं । 
($८-+-३/)" के प्रसार में मध्य पद निर्धारित कीजिए । 


हट 


॥58 


6. 


990. [| 


७ 


#]0. 


(0) (०+0०0)0(८५+०) ... (6:..7+-0,) #« 


गणित 
यदि 7. , (-+-4)" के प्रसार में, जो कि ८ की घातों के भारोही क्रम में है, /वाँ पद है 
तो सिद्ध कीजिए कि 


7(7-) 7.8 ७ (8-7 + ) (४-7) ४ 4५ 
सिद्ध कीजिए कवि ( !+ ६)”४४७ के प्रसार में ०० तथ। 3" क्के गुणांक समान हूँ ) 


मे ( भेरि-- डर के प्रसार में ८ से स्वतंत्र पद के गुणांक को लिखिए तथा उसे सरल कीजिए । 
नं हे 


. यदि ८,, ([---४)' के प्रसार में संचय विन्यास गुणांक 2(४,/) को व्यक्त करता है, 


तो सिद्ध कीजिए कि 


(0) लछश*ट ,जठ, 


[ संफेत : ब्प क्‍या है ? ] 








स्सा 


॥४(४--) 
ट 2... 


20०८४ .,८५.3(४--)" 
अल 
है 


[कैफेस : वाम पक्ष को ८५८१...८५.-७ से भाग दीजिए। हमें 
/म (डर (८ ता 
([ ।+ह) ( ] +ह6.) कर ( +हप) इत्यादि प्राप्त होता है । ] 
यदि ८", , ([--4)” के प्रसार में संचय विन्यास गुणांक ८(॥,/) को व्यक्त करता है, तो 
सिद्ध कीजिए कि 
८0७--2८7+3८५+ ...+-(७-+-) ८४5७-2"--#(2"7) >> 
[संकेत : वाम पक्ष को ८७--८५--८४+ -+(5%+ (0-+-2८3+-3८3-+- .. -+#०»%) 


* के रूप में लिखिए। कोछठकों में दिए ब्यंजक को /८', , इत्यादि के माल लिखकर 


सरल कीजिए । ] 


« (४--५०)० के प्रसार में दो मध्य पद निर्धारित कीजिए । 


(> क् न) के प्रसार में उस पद को लिखिए और सरल कीजिए जिससें » जाता हो । 


. सिद्ध कौजिए कि ((--५४)”.के प्रसार में /" का गुणांक (!--.५)” के प्रसार में &" के . 


ग्रुणांक का दुगुता है । 


. सिद्ध कीजिए कि 


अमर विलय 00020 70220 28 हक, 


(४--) ! 

८५, (',८५,इत्यादि के सामान्य अर्थ हैं। . 
[संकेत : (] | 4)"(-+-)” तथा (]- 4) में ८"7 के 3नकों की तुलना 
बडुजिए |] 
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: ]5. दिखाइए कि यदि द्विपद का घातांक 3 है तो पास्कल जतिभुज को तदनुरूपी पंक्ति में 
गुंणांकों का घोग 25 है । यह भी दिखाइए कि यदि द्विद का घातांक 5 है तो पास्कल 
तिभूज की तदनुरूपी पंक्ति में गुणांकों का योग 25 है । 

6, (--<)" के प्रसार में तीम विशिष्ट क्रागत (०05९०७४४८) गुणांक | :3: 5 के अनुपात 
में हैं। # निर्धारित कीजिए । | 
7. (४१-39) के प्रसार में उस पद को लिखिए और सरल कीजिए जिसमें »* आता हो । 


8.3 परिमेय घाताकों के लिए द्विषद प्रभेय 


प्रब तक इमने एक द्विपद की # वीं घात के लिए सूच्र प्राप्त किया है, जबकि # एक ऋणेतर पूर्णांक है। 
हम नीचे परिमेय घातांकों के लिए द्विपद प्रमेय का कथन दे रहे हैं 
प्रभेथ 2 :* यदि ए एक ऋणात्मक पूर्णाक है श्रथवा एक परिसेय संहया है, तो 


( का 7 हाथ ३ न 





( नै हज) स न शो न 


(0--१ ) 5०2 अर 2 33 महज 83, -- ॥/--7-- ) 


नै 0 7" जञ्‌ न 


निस्सन्देह, पदि | ४ | < 9 हो। ; 
| इस प्रमेय की उपपत्ति इस पुस्तक की सीमा के बाहर है। परन्तु हम इस प्रमेथ के कुछ अनुप्रयोगों 
को सीखेंगे । 
हम पहले कुछ हिप्पणियाँ दे रहे हैं । 
का (छा- 3) . 
2! 
हैं। परन्तु आपको याद होगा कि ८ (#, /) प्राकृत संख्याझ्रों # तथा पूर्ण संख्याओं + के लिए ही परिभाषित्त है। 
अत; किसी अन्य स्थिति में इसका कोई अर्थ नहीं है। - 
टिप्पणी 2: जब ॥ एक ऋणात्मक पूर्णांक है अथवा एक परिमेय संख्या है तो (४--:)" के प्रसार में 
पदों की संख्या अपरिमित होती है। इस परिणाम को हम उच्चतर कक्षाओं में सिद्ध करेंगे । 


टिप्पणी ] : छ्यान दोजिए कि गुणांक जा, / इत्यादि संचय. विन्यास गुणांकों ज॑से दिखते 


देप्पणी 3: निम्नलिखित परिणाम अत्यन्त उपयोगी हैं तथा प्रमेष 2 का प्रयोग करके इन्हें सुगमता« 
पूर्वक प्राप्त किया जा सकता है: ः 


कल (+ऊए! जन +हर्वऑआ  -+- .... 4 [बच्ट । 


+« ४ 
| >्क 4 ९ पे ह 
(जा (+%४) 7 कस +-2ेह। के की -ै .... +|5|बय7। 
४7 की (- ४)7 न्‍फ८ घन को न 2.५ , $ [४ बत्| व 


(5 
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(॥--२) 
अब हम कुछ उदाहरण लेते हैं । 
उदाहरण  : निम्नलिखित में से प्रत्येक का, & की धातों के श्रारोहो क्रम में, पहले तीन पदों तक 
प्रसार ज्ञात कीजिए : हे 


क्र (--3) ४ बे +2--८+40 च+ ५०५ ४5 7 


॥ ] । ह आवन) 7त 
8) छोड़ा . . ०७) जद 


यह भी बताइए कि में प्रसार कब मान्य (४७॥) हैं। 
ही 
हल; 6) “उपझाग कह एनआं 
यह प्रसार तभी मान्य है जबकि |» | < 2 हो। हम प्रमेय 2 का प्रयोग करते है! हम देखते हैं कि 
ह ल्‍८5 2 तथा हर न्‍्+-+- 4 है! गा 
>>). 5-२ 
इस प्रकार, (2]-»४)7+ -# 2४-- (--4) 2* (») + - 272. 20 (४४) + ... 


32020. अल ने ककलफेक #न्‍्न्‍्न्‍_्न्‍न्‍न- नटडी 
बंशगा मद कप हे 


ह्यफ्र का प्रथम तीन पदों तक प्रसार पं -- के दर # है। 
)३ 


0) “क्लन्त्क्ुत(५-४ 


यह प्रसार तभी मान्य है जबकि | --3४ | <<6 अर्थात्‌ | ४५ | <2 हो । हम पुनः प्रमेव 2 का प्रयोग 





करते हैं। यहाँ #८5 --3 है। ९ 
इस : प्रकरिं, ह ः 
4 ] १ .ई--! “3 ) (3 --।) , ३-2 
(6--3%) 56 *(- 6 $ (-9)+72 72726 (--3३)*+- 
कि कलम कि । 2 
त_ फक्षाइशक्त * 7 छह 
भ्रत:  -- रन का पते तीन पदों तक प्रसार ह 
[ ॥ | 
कणाए 7... -+ >_उ्प्क्‍ज डाययाफामिफ- ्ि 
रुहा | बहह ) कि ।8(४ 6 ) के 
उदाहरण 2: ४760 को 4 दशमलव स्थानों तक परिकलित को आए । टच 
ग की न्ध्टह 
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हल : ४7668 को ज्ञात करने के लिए हमें द्विपद प्रभेय का प्रयोग करने की आवद्यकता है। परन्तु 
इस प्रकार की रान्मिकटन समस्याओ्रों (8707०एाए40०7 एंएकीशा&) के विषय में पहले हूम एक टिप्पणी करेंगे। 
जा १ तुलना में « छोटा है तो (9-->0" का प्रथम सम्निकटन (कि 8एाण्जामिन्ाणा) | 


गा हा 97" 5, -ात द्विपद प्रसार के प्रथम दो पदों, द्वारा प्राप्त होता है। (6--५)” का दूसरा सब्तिकटल . 


५ टा ). ॥०-४,८३, द्वारा प्राप्त होता है और इसी प्रकार, आगे 


प्रथम तीन पदों ६: लत #"०-- का 0"7१४-। 
के सम्ति: «  .'मत् होते हैं। . ॥॒ 
किसी विशिष्ट समस्या में चुना जाने वाला सन्निकटन वांछित शुद्धता के अंश पर निर्भर करता है। 
परम्तु हम पुनः यह कहने है कि &, # की तुलना में छोंटा होना चाहिए। अतः सन्तिकटलों को (3---४)" के 
प्रसार पर, जबकि १ छोटा है, श्राधारित किया जाता चाहिए । 
अब हम अपनी समरया की ओर ध्यान देते हैं । हम लिखते हैं कि 


है। 


(7.60) कं (8--0.40) गे (8) रे (। -.0.05 ) -2(]--0.05) ; 


+2[]-) 9 ( 005) + ५ (--0.05)*- )(87-) (१ 5 0.05) -|- ... ] 


म52[]- 0,0666 - 0.000277--0.000007-|-... ] 


वयोंकि हम ₹”7.७0 को चार दशमलव' स्थानों तक परिकलित करता चाहते हैं अत: हम उन पदों की 


उपेक्षा+ कर सकते हैं जिनमें (-. 0.05)* तथा (- 0,05) की अन्य उच्चतर घातें आती हैं क्योंकि चौथे दहामलब 
स्थान में इनका कोई योगदान नहीं है । ४ 


इस प्रकार, ७7,600 55८2(.98307)--.966]4 
अतः 4 दशमलव स्थानों तक 
४८760 --।.966[ | 
उदाहरण 3: (.02)" को पाँच दशमलव स्थानों तक परिकलित कीजिए | 
हल : हम लिखते हैं कि 
(.02) "९-० (। --.02) ९ 


चन] +- 6(-02)+ “५57 (:02) 





6.5.4.3 6.5.4.3.2 
2 (02)'+-7 .।,  (.02)*। (:02) 


सै ] +- 0-] 24-0.006 - |- 0.,0006-- 0.0000024 -| 
रू -]26]62+ 





इसके लिए स्पष्ट कथन यह होगा कि ऐसे पदों, जिनमें (--0.05) * तथा (-..0.05) की अन्य उच्चतर धातें 


बाती हैं, के योग के दुगुने का चौथे दशमलव स्थान में कोई योगदान नहीं है। परस्तु इस कथन की उपपत्ति 
इस पुस्तक को सोमा के बाहर है। 
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अतः, पाँच दशमलब स्थानों तक 
(.02)९- .266 


उदाहरण 4: यह. मानकर कि « इतना छोटा है कि .(४ तथा & की भ्रन्‍्य उच्चतर धातों को छोड़ा जा 
सकता है, . : ह 


(4+8/)-+ (6--3) 


(&£-+-») $ 
हल : हम देखते हैं कि 


(+-9:0)-+ (6--35४)/. (--80)-7(6)  ((--&>)* 


०० २ “ पल नमन सन«++नन»>मम-मीनान--, 


(8+२) + (8)(+ह)* 


कक 

तप) 4० जि) “जा हि/+. 
कल 2 

( + द्दु -3४ +- | ] -प्ु*+--) ह 

( #--3» + ) 


305 
96 


का मान ज्ञात कीजिए । 


ड 





[ तथा ५ की अन्य उच्चतर. घातों को छोड़ देने पर ] 


प्रझनावली 8.3 


!. निम्नलिखित में से प्रत्येक का प्रथम तीन पदों तक & की घातों के आरोही क्रम में प्रसार 
ज्ञात कीजिए :- ' 


() %#?-57 
(४) (27- 6५) है 
] 


(॥) ा रा 


यह भी बताल्‍प कि प्रत्येक प्रसार कब मात्म है.! 


नह, 


व0. 


8.4 ऐतिहासिक 
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(-->)”* के प्रसार में प्रथम चार पद प्राप्त कीजिए यदि यह दिया है कि | || >> ।. 


| संकेत : (+>)7 -+ »* ([ ।++ हा लिखिए। प्र॒ब । दर । <] है तथा 
प्रसार संभव है । 
निम्नलिखित में से प्रत्येक को 4 दशमलव स्थानों तक परिकलित कीजिए 


0) शब्द... (४) (999) * 


(7). (000। र (72. (2,002) 
यह मानकर कि निम्नलिखित में से प्रत्येक का प्रसार सम्भव है, प्रत्येक में »भ्का 
गुणांक ज्ञात कीजिए ४ 


3-श्ड ६ .. (--4:0) (॥--2: )$ 

(0 पयऊकझर जज कि 0 

यह सानकर कि & इतना छोटा है कि ,£ तथा « की अन्य उच्चतर धा्तों की उपेक्षा की 
जा राकृती है 


__9> 8 
0. का मान ज्ञात कीजिए । 


दिखाइए कि गरम का ) के प्रसार में #" का गुणांक 47 है । 





सिद्ध कीजिए कि 
(+ज+न॑>+--० ) (। --#४--५४- ५१-|-., ) न्‍्रू (+-४-+-४+-४ + ..) 
यह मानकर कि ४ इतना छोटा है कि (४ तथा . की अन्य उच्चतर घातों की उपेक्षा 
की जा सकती है 

| (।--| 20९ (2--32)" का मान ज्ञात कीजिए । 
ीाण 6 दशमलव स्थानों तक ज्ञातं करने के लिए (00-(-:) $ के द्विपद प्र्तार 
का प्रयोग कीजिए । 
(0.998)* का 6 दशमलव स्थानों तक मान ज्ञ।तत कीजिए । 


- [संकेत : (---४)” के द्विपद प्रसार का प्रयोग कीजिए ।] 


दृष्टिकोण 


॥#>८2 की स्थिति के लिए हद्विपद प्रसार यूनानी गणितज्ञ यूकलिड (लगभग 300 ई० पु०) को ज्ञात था । 
जहाँ तक प्राकृत संच्याओं की उच्चतर घातों के लिए द्विपद प्रसार का सम्बन्ध है, इसका श्रेय अरबे गणितज्ञ 


उमर खंय्यास ( 048- 


422 ई०) की जाता है । .उन्होंने सख्याग्रों के मूल ज्ञात करने में इस प्रसार का 


प्रयोग किया तथा दावा किया कि उन्होंने एक टद्विपद की ॥बीं घात (# एफ प्राकृत्त संख्या है) के लिए एक सूत्र 
प्राप्त किया हैं जिसके विषय में उन्होंने बताया कि उन्होंने उसका कथन अपनी एक अन्य कृति में दिया है। 
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परन्तु उनकी वह कृति आज तक नहीं मिल सकी है। पद 'द्विपद गुणांक' (छागठायां॥। ०००ीशंथा) सर्वेश्रथम 
जमंनी के गणितज्ञ भाइकेल स्टिफेल (]486-4567 ६०) ते लगभग 544 ई० में दिया था। 

ऋणात्मक पूर्णाक्ीय तथा परिमेय संख्याप्रों के घातांकों के लिए द्विपद प्रमेय का व्यापकीकरण (थ6थी- 
2000) सर झाईजैक न्यूटन (642--727 ई०) ने 665 ई० में किया था। उन्होंने इस व्यापकीकरण की उपपत्ति 
प्रदान नहीं की थी परन्तु यह सुझाव अवश्य दिया था कि यह संख्याओं के मूल ज्ञात करने में अत्यस्त उपयोगी है। 

द्विपद प्रभेय की उपपत्तियों का श्रेय लेखकों की एक श्खला को जाता है। भ्रिटिश गणितज्ञ कोलिन 
मेकलॉरित (698--]746 ई०) ने # के परिमेय मानों के लिए एक उपपत्ति दी थी। जियोबेती फ्रांसेस्को एस० 
एम० साल्वेमितो (708-779] ई०) तथा जन गणितज्ञ अ्रत्राहम जी कास्टनर (॥79--800 ई०) ने स्वतन्त्र . 
रूप से / के पूर्णाकीय- मानों के लिए द्विपद प्रमेथ को सिद्ध किया था। स्विट्जरलैंड के सुप्रसिद्ध गणितज्ञ 
लियोनार्ड श्रॉयलर (707--783 ई०) ने भी 744 ई» में भिन्‍्नों वाले घांतांकों के लिए द्विपद प्रमेय की एक 


उपपत्ति दी थी । अंत में, नावें के गणितज्ञ नीलस हैनरिक ऐबल (802--829 ई०) ते, जो एक निर्भत पादरी 
के पुत्र थे, सम्मिश्र संख्याओों वाले घातांकों के लिए द्विपद प्रमेय को सिद्ध किया था । 


8.5 मुख्य संकल्पनाएँ 


न जिभुज संच्रय विन्यास गुणांक 
परिमेय घातांकों के लिए : 
ऋणतर पूर्णांकीय घातांकों के लिए द्विपंद प्रमेय 


ह्विपद प्रमेय हे द्विपद प्रभेय के 
व्यापक पद गे प्रयोग से सस्तिकटन 





83.6 प्रप्निम प्रध्ययन हेतु सुझाव 


पाठक बीजगणित की किसी मानक पाठ्यपुस्तक, उदाहरणारथ, अनुच्छेद 3.]2 की पुस्तक []] को देखें । 
कुछ अन्य मानक पाठ्थपुस्तके निम्न हैं 
[4] 0. झगगंप्ा : 4 पाल्थी5९ णा 48078, 3] ४भाणा- 

- शिया? धिा कात (0ग्रएथ9 .06., 7.097007 (ए-6.), 957. 


एक पुस्तक, जिसका अध्ययन गणित के प्रत्येक गम्भीर विद्यार्थी के लिए आवश्यक है, निम्न है : 
[2] 06. म. मक्वात9 :. # (0०ए5९ ० 7078 'श्ल्‍रत्ाथाशा९5, 700 भा, 
प॥७ 0008५ एगभ्णाओऑफ ?765४5, [.00000 (0.6.), 963. 


इस विपय के उच्चस्तरीय विवरण के लिए अनुच्छेद .2 में दी गई पुस्तक [2] देखें। 
गेतिहासिक संदर्भ के लिए पाठक अनुच्छेद ].]2 में दी गई पुस्तक [7], अनुच्छेद 2.7 में दी गई. पुस्तक 
[3], दइत्यांद्वि को देखे । 


विविध प्रदनावली वा 


(एकक 9७, शा, शा तथा शत पर) 


]. निम्नलिखित में से प्रत्येक प्रनुक्तम के प्रथम चार पद लिखिए जिनके /»वें पद पल हूँ: 
(7) 4-+(--)" 


3 

क) +फ्- 
(४) ०४ (+- 7] 
अलफपग 


2. निम्नलिखित में से प्रत्येक अनुक्रम के, जिनके #वें पद दिए हैं, सम्मुख लिखे पद 'ज्ञात 
कीजिए 
(4). 2"-..$/ 8वाँ पद ,2वाँ पद 


24 
[है ) ना 6वाँ पद, (# --!) वाँ पद 





(9) 208--; बाँ पद, 20वाँ पद 
(7५) ३ (४-+-)(22४--)5 2वाँ पद 
3. निम्नलिखित में से प्रत्येक अनुक्रम के प्रथम 6 पद लिखिए : 
६) धार+4,4%-.3 55 24% 
(7) हाचलओ। धरबतता-7, ध+अतता थक धरा 
4... निम्नलिक्षित द्वारा परिभाषित अनुक्रम का 2!वाँ तथा 42वाँ पद ज्ञात कीजिए 
४ 0, यदि # विद्वम हैं 
"ब ४ सम है 


5. ऐसे जनकम के प्रथम 6 पद ह्लात कीजिए जिसका प्रथम पद १ है तथा (7--)वाँ पद, ह 
हंजें पद में जोड़ने से प्राप्त होता है । 
6. निम्नलिखित में से प्रथ्येक समांतर श्रेणी का साथ अंतर ज्ञात कीजिए तथा उसके प्रगले 
6 पद लिखिए : 
| (9) प्‌ ना 9 --हैहै। -- है, «.« 


466 


7, 


6. 


7, 


8, 


गति 


(| #7, ] न्‍ 2-%३ ,... है 
(0) 2४४७-3७ -+525+-39, “ -७४-+9१७ ..« 





निम्नलिखित में से प्रत्येक समांतर श्रेणी के सम्मुख लिखा पद ज्ञात कीजिए : 
()) 6, 5शु) 4, ०००. $ 

38--। 38--3 आआ--$ हि 
(पं ८ 05 आज आम 





(0) ८च७ऐै,बबल-- 2; कि 

£ का समान निर्धारित कीजिए ताकि है, & तथा $/ एक समांतर श्रेणी के तीन क्रमागत 
पद हों । 

क्या 30 समांतर श्रेणी 3, 8, 3, 8, ... का एक पद है ? 

समांतर श्रेणी ।7, 4$, 2, ...ढ, --38 में पदों की संख्या निर्धारित कौजिए । 

समांतर श्रेणी 5, 3, 2!, ... का कौन सा पद 8] है ? 


. एक समांतर श्रेणी का तीसरा पद । है तथा छठा पद --]] है। इस श्रेणी का 5 वां 


तथा /» वाँ पद निर्धारित कोजिए | 
एक समांतर श्रेणी का पहला पद --6 तथा 2 वा पद [3 है। सावें अंतर ज्ञात कीजिए ।. 


एक समांतर श्रेणी का 7 वा पद 34 सथा 5 वाँ पद 74 है। इस श्रेणी का प्रथम पद 

तथा 40 वथाँ पद निर्धारित कीजिए । 

हमें एक समांतर श्रेणी दी गई है जिसका प्रथम पद ८ तथा सावे अंतर 4 है। 

(क) यहि इसके प्रत्येक पद में एक ही संख्या £ जोड़ दी जाए तो क्‍या इस प्रकार 
प्राप्त श्रेणी भी एक समांतर श्रेणी होगी ? यदि ऐसा है, तो उसका भार्व अन्तर 
शांत कीजिए । 

(ख) यदि इसके प्रत्येक पद को एक ही संख्या ८ से गुणा किया जाए तो क्‍या इस प्रकार 

' प्राप्स श्रेणी. भी एक समांतर श्रेणी होगी ? यदि ऐसा है, तो उसका सावे अन्तर 
ज्ञात कीजिए । 

यदि &, 9 तथा 2 एक समांतर श्रेणी में हों तो दिखाइए कि (.७»)”, (2»)7 तेथा 

(/2)7 भी समांतर श्रेणी में हैं। 

यदि एक समांतर श्रेणी का / वाँ पद 4 तथा 4 वो पद 9 है, तो सिद्ध कीजिए कि इसका 

# वाँ पद 7-5५--/ है। ह 

निम्नलिसित में से प्रत्येक समांतर. श्रेणी का उसके सम्मुख दिएं पदों तक योग 

ज्ञात कोजिए 


(7) 0; 7, -+-4, $%१० 45 थदों तक 
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() ; हि ], जा / »« $ ।2 पर्दो तक 
(॥70)  (>न0)१, #४+»” , (+--»)*, ... ; 0 पदों तक 

9. 50 से 500 के बीच उन सभी पूर्णाकों का योग ज्ञात कीजिए जो 7 से विभाज्य हैं | 

20. समांतर श्रेणी ॥3, 6, --.... के पदों की संख्या # ज्ञात कीजिए ताकि 
$& व “-+ 92 हो । 


2]. ऐसी समांतर श्रेणी जिसका तीसरा पद | तथा छठा पद --]] है, के प्रथम 32 पदों का 
पोग ज्ञात कौजिए । * 
22. एक ऐसी समांतर श्रेणी निर्धारित कीजिए, जिसके प्रथम # पदों का योग &#'न-कक हैं । 
23. एक समांतर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योग 9 है तथा उनके वर्गों का योग 35 है। 
है 5, जात कीजिए । 
24. यदि ,& एक समांदर श्रेणी के प्रथम # पदों के योग को व्यक्त करता है तो सिद्ध 
कीजिए कि 5५० मनन (5, प्र ,0) 
25. निम्नलिखित में से प्रत्येक गुणोत्तर श्रेणी के अगले चार पद लिखिए : 
। 
| 23 लक 
च ं ) 7, ॥ गृ $. 9४० है 
(४) ७2. <&/9, 5५2, ... 
' (!) हु] ) नेक ध्् # ९ 


26. निम्नलिखित में से प्रत्येक गुणोत्तर श्रेणी के सम्मुख दिए पद ज्ञात क्रीजिए : 


6 5 
(7) 2, 8, पु । ४ $ 70 *ैंढ 
] कक ् रे 
(४४) इस 20353 , 324/3 , ....; 779 
(7). 4, >> >', ... : /# 


(79) 8 #|+3,/ रन !-] ड़ 
27. यदि ७, #&; ८ तथा « एक गुणोत्तर श्रेणी में हों तो सिद्ध कीजिए कि 4-2, 7-+-८ वा 
/” ८-+-४ भी गशुणोत्तर श्रेणी में हैं । 
28. एक गुणोत्तर श्रेणी का 8 वाँ पद निर्धारित कीजिए जिसका पांचवाँ पद ] तथा साव॑ं 
अनुपात $ है । | 
29, हमें एक गुणोत्तर श्रेणी दी गई है जिसका प्रथम पद %& तथा साव॑ अनुपात + है । 
(४) यदि इसके भ्रत्येक पद की £ (550) से गुणा किया जाये तो क्या इस प्रकार प्राप्त श्रेणी 
भी एक गणोत्तर श्रेणी होगी? यदि ऐसा है, तो इसका सातवें अनुपात ज्लात कीजिए । 
(॥#) ग्दि इसके प्रत्येक पद का.वर्से किया जाये तो क्या इस प्रकार ब्राप्त क्षेणी सी एक 
गुणोत्तर श्रेणी होगी ? यदि ऐसा है, तो इसका सार्व अनुपात ज्ञात कीजिए । 


6$ 


3. 


32. 

33. 
34. 
35. 


36. 


37, 


: 38. 


39. 


40: 


ग्रणित 


: एक गुणोत्तर श्रेंणी का तीसरा पद उसके पहले पद का वर्ग है। यदि दूसरा पद 8 है, तो 


इसका, छठा पद ज्ञात कीजिए । 


निम्नलिणित में से प्रत्येक गुणोत्तर श्रेणी का उसके सम्मुख दिए पंदों तक योग ज्ञात कीजिए : 
(7) 0.6, 0,06, 0,006, ... ; 0 पदों तक 


(8) 4 भ्ु! 2 ड्? न्त्। 8 पदों तक 


(#॥) 4-8, 48 न प्र न2*, ग्ल्ड़् पदों तक 
0 हो । गन- | 

) (ज) न (हू) | का मात ज्ञात कीजिए | 

थ्ष्ः 2 5 हि । 
गुणोत्तर श्रेणी 3, 6, [2,... के पदों की संख्या # ज्ञात कीजिए ताकि 5,->38! प्राप्त हो । 


एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीन पदों का योग 2] है. जबकि अगले तीन प्दों का थोग 68 
है। इस श्रेणी का प्रथम पद, साव॑ क्रनुपात तथा उसके प्रथम 6 पद ज्ञात कीजिए । 


ऐसी गुणोत्तर श्रेणी का तीसरा पद ज्ञात कीजिए जिसका सा अनुपात 3 है तथा जिसके 
प्रथम 7 पर्दों तक का योग 2[86 है । 


एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीम पदों का योग ॥3 है तथा उनके वर्गों का योग 
9] है। वह गुणोत्तर श्रेणी ज्ञात कीजिए । 


यदि &६ एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम # पदों तक के योग को व्यक्त करता है, तो सिद्ध 
कीजिए कि 


(&70--/520)7 ५570 (/8990--690) | । 
निम्नलिखित में से प्रत्येक अपरिमित गुणोत्तर श्रेणी के लिए ४, ज्ञात कौजिए : 


(7) 24, 8, 3-5; 


है ] 
( गा ) 75 25 ३७०५ 


2 २2% 
निम्नलिखित प्रत्येक दशमलव के लिए एक परिमेय संख्या ज्ञात कीजिए जिसका प्रसार 
वह दशमलव हो 

0) 6 (0). 3069 

(४) 0.45) 

ऐसी गुणोत्तर श्रेणी के लिए &.. 87 7... / ए./ ए्थस 


4 
क्र 


पद 28 तथा चोथा पद 


'4. 


42. 


43. 


44, 
45. 


406. 
47. 


(3) 


फ 


48. 


49. 


50. 


54. 


32. 
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यदि गुणोत्तर श्रेणी #, ।, ८-5...के लिए ४.५, , वर ही तो # का (के) मान ज्ञात कीजिए । 


एक गुणोत्तर श्रेणी के अपरिमित पदों का योग 23 है तथा उनके वर्गों का योग 69 है। 


प्रथम पद तथा सार्व अनुपात ज्ञात कीजिए । 


एक सभबाहु त्रिभुज की एक भुजा 24 सें० सी० है। इसकी भूजाओं के मध्य-बिन्दुओं को 
मिला कर एक अन्य विशज बनाया जाता है। इस प्रकार प्राप्त त्रिभूज की भुजाओं के 
मध्य-बित्दुओं को मिलाकर फिर एक अभय जत्रिभुज बनाया जाता है। इस क्रम को 
अपरिमित बार दोहराया जाता है। सभी ज्िभूजों की परिमापों का योग ज्ञात कीजिए । 
एक गुणोत्तर श्रेणी के प्रथम तीस पदों का गुणनफल 000 है.। यदि हम इसके द्वितीय पद 
में 6 तथा तुतीय पद में 7 जोड़ दें तो तीनों पद एक समांतर श्रेणी बनाते हैं। गुणोत्तर 
श्रेणी के पदों को ज्ञात कीजिए । 
यदि », 4 तथा + समांतर श्रेणी में और 5६, # तथा 2 ग्रुणोत्तर श्रेणी में हों, तो सिद्ध 
कीजिए कि 
५१७७ ४४ 0, स्न्ल 
गणितीय आगमन के सिद्धान्त के प्रयोग से सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकृंत संख्याओं # के 
लिए ऋहन॑-) (#-+-2) (7--3) , 24 से विभाज्य है । 
निम्नलिखित में से प्रत्येक कथन को सिद्ध करने के लिए गणितीय आगमन के सिद्धांत का 
प्रयोग कीजिए : 
5--5--45-- ...+-5 (3)४7 5 (3"-- ) 
) ] मर 

८(५--।) ्ः (०८--।) (४-2) 43 छर्नीध-+) (वर्नसय) ८6(ब-न-४) 

सिद्ध कीजिए कि सभी प्राकहृत संख्याओं # के लिए 
476%-]- ]22077, ]33 से विभाज्ग है । 

यह सिद्ध करने के लिए कि प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए 


3+-35+-52+ -.-+(२४-)(2४-+-) वव्ट(-:6 7०) है, गणितीय 


. आगमन के सिद्धांत का प्रयोग कीजिए । 


सिद्ध कीजिए कि प्रत्येक प्राकृत संख्या # के लिए 
॥! + या + 3.3! +-... नशा! (#-+-) !-+ है । 
दिखाइए कि यदि कथन 7(क) : 2"<हा , गन्ना के लिए सत्य है तो यह #न# न॑-! 


के लिए भी सत्य है। क्या हम यह निष्कर्ष निकाल सकते हैं कि ए(४) प्रत्येक पराकृत 
संख्या # के लिए सत्य है ? 


एक पासा (८८) एक बार उछाला जाता है तथा परिणाम को लिख लिया जाता है। 


54. 


$6. 


57. 
58. 


39. 


60. 


6]. 


62. 


53. 


गणित 


कुल सम्भव परिणाम कितने होंगे ? यदि पासा दो बार उछाला जाए तो कूल सम्भव 
परिणाम क्रितने होंगे ? तीन बार उछालने से कितने परिणाम प्राप्त होंगे ? क्‍या 


आप अपने उत्तरों में कोई प्रतिरूप देखते हैं ? 


[प्रादक को चाहिए कि वक्ष एक पासे को, उदाहरणाथे, # बार उछालने से प्राप्त 
परिणयमों के लिए एक सूच की खोज करे |] पे ह 
अंकों 8, ।. 5, 3 तथा 4 से दो अंकों की कितनी संख्याएं बनाई जा सकती हैँ यदि यह 
मार निया जाए कि 

(को) अंकों की पुनरावुत्ति हो राकती है ? 

(स्र) अंकों जी पुनरावृत्ति नहीं हो सकती ? 

अंकी 2. 8. 5. 6 तथा 9 से 000 से छोटी र्तनी संख्याएँ बनाई जा सकती हैं यदि 

(॥) किसी अंक की पुनरायृत्ति नहीं होती हो ? 

(॥) अंकों की पुनराबृत्ति हो सकती हो ? 

70) ) ]4।' शब्द वे अ्रक्षरों से 5 अक्षरों के कितने भिन्‍त शब्द बनाए जा सकते हैं? इनमें 
5 कितने शब्द [) से आरम्भ होंगे तथा ] पर समाप्त होंगे ? 

अंदगे ], 2, 3, 5 तथा 7 से कितनी भिन्‍न प्राकृंत संख्याएँ बनाई जा सकती है यदि यह मान 
लिया जाए कि अंकों की पुनरावृति नहीं हो सकती ? इनमें ते कितनी संख्याएँ सम होंगी ? 
एक बस की तीन खाली सीटों पर दो सभित्र कितनी विधियों से डैठ सकते है ? 

इन्दिशा और पिंडी चार कालेजों में कितनी विधियों से प्रवेश ले सकती हैं यदि वे दोनों 
एक हो कालेज म्रें प्रवेश न लेती हों ? 

सभी अक्षरों को एक साथ लेकर, दाब्द 'ला्ड85073' के अक्षरों के कुल 'क्रमचय 
ज्ञात कीजिए । 


पर्यटक 5हूरने के लिए किसी नगर के 5 होटलों में से चयन कर सकते हैं। उनमें से 
प्रत्येक पर्यटक एक भिन्‍न द्ोटल में ठहरना चाहता है | वे कितनी विधियों से होटलों का 
जयन कर सकते हैं ? 


एक विविध मनो रंजन कार्यक्रम में पाँच गानों को प्रस्तुत किया जाना है। इन्हें कितने 
विभिन्‍न क्रमों से प्रस्तुत किया जा सकता है ? 

ताश के 52 पत्तों की गड्डी में से दो पत्तों को एक एक करके इस प्रकार निकाला जाता 
है कि एक बार भ॑ निकाला गया पत्ता गडडी में वापिस नहीं रा जाता । कितनी विधियों 
से गडडी में से दो पत्तों को निकाला जा सकता है ? 


किस्ली प्रतियोगिता में कुल 0 प्रवेश-पत्र हैं । फितनी विधियों से पहले तोन इनाम दिए 
जा सकते हैं ? 


64, 


65. 
66. 


67. 
» सकता हैं ? 
68. 


69. 
70. 


का]. 


42. 
१3. 
44. 


. ॥5. 
76. 


जिविध प्रधनावलो ॥ ह 7] 


दिए हुए 8 मंडों से 3 फंडों के कितने भिन्‍न संकेत (मंडों को ऊध्वाधर, एक के नीचे एक 
रखते हुए) बनाए जा सकते हैं ? 

एक गणित क्लव में 8 सदस्य हैं ॥ कितनी विधियों से सदस्य एक प्रच्यक्ष, एक उपाध्यक्ष, 
एक सचिव तथा एक कोषाघ्यक्ष का चुनाव कर सकते हैं यदि कोई भी सदस्य एक बार में 
उपरोक्त में से केवल एक ही पद ग्रहण कर सकता हो ? 

निम्नलिखित में से प्रत्येक का मान ज्ञात कीजिए : 

() #(8,5) न्‍ (#) #(3,3) 

(707) #४(6,6) (7०) #(27,2) 

४8, .69484)' धब्द के अक्षरों को कितनी भिन्‍न विधियों से व्यवस्थित किया जा 


नछों में 4 सेब, 3 केले तथा 2 संतरे कितनी विधियों से बाँटे जा सकते हैं ताकि 

प्रत्येक बच्छे को केवल एक ही फल प्राप्त हो ? 
४ ज्ञात कीजिए यदि 

#(0.%--) ८: 7 (8#) 55३30 : ॥] 
४ निर्धारित कीजिए यदि 

-2(ह,4) : 2(#-+-],5) > ४ 9 

एक पोल पर 4 सफेद, | नीले तथा 3 लाल भड़ों को व्यवस्थित करके संदेश भेजे जाते 
हैं। यदि संदेश उसी क्रम से प्रसारित किए जाएँ जिसमें रंगों को व्यवस्थित किया गया है 
तो दिख्ताइए कि यदि सभी आठों मऋंडों का प्रयोग किया जाए तो कुल 280 भिन्न संदेश 
भेजे जा सकते हैँ । यदि केवल 6 मंडों का प्रयोग किया जाए तो कुल कितने संदेश प्ररारित 
किए जा सकते हैं ? 
यदि ८(६/), ॥ भिन्‍न वस्तुओं में से एक बार में # वस्तुओं को एक साथ लेझार प्राप्त 
संचयों की संख्या को व्यक्त करता है, तो! सिद्ध कीजिए कि | 
८(क॥#) ने 20(#/#“+] ) ने 0(8/--2) जरू ०(४न-२४) 
यदि # (४,/), # भिन्‍त वस्तुओं में से एक बार में / वस्तुओं को एक साथ लेकर प्राप्त 
ऋरमचयों को व्यकत्त करता है, तो सिद्ध कीजिए कि 

#2(क/) चने (मनन) (ह०-!) 
अंकों 2, 3, 4, 5 तथा 9 से पाँच अंकों की कितनी संख्याएँ बनाई जा सकती हैं यदि 
यह मान लिया जाए कि किसी अंक की पुनरावत्ति नहीं होती ? इनमें से कितनी संख्याएँ 
5 से विभाज्य हैं ? 
अंकों 3, 4, 5, 8 तथा 9 से कितनी सम संख्याएं बनाई जा सकती हैं ? 
जानवरों का एक प्रशिक्षक कितनी विधियों से 6 सिह तथा 5 बाघों को एक पंकित में 
व्यवस्थित कर सकता है यदि दो बाघ एक साथ न रखे जाएँ ? 


72 


गणित 

77. - दिखाइए कि # भिल्‍्त पुस्तकों को एक अलमारी में व्यवस्थित करने की कुल 
(#--) | (#--2) विभिवाँ हैं जब्रकि दो विश्विष्ट पुस्तकों को एक साथ न रखा जाए। 

78. यदि #(# 5)ल्‍5272(0, 3) हो, तो # निर्धारित कीजिए । 

79... यदि (20, 3) र !00 /?(#॥, 2) है, तो दिख्लाइए कि # का मान [3 है । 

80... एशा्रार 407० रेल्शंट्फ के नवस्ब॒र-दिसस्वर अंक में 0शथाट० 868 
से निम्नलिखित फैमडड--ह़ोए95०४' (वे वाक्यांश या शब्द जिनका प्रयोग अन्य व्यक्तियों 
को प्रभातित करते के लिए किया जाता है) प्रकाशित हुए ; 

छचपरडट2 ७४०0छएछ85 

(0|प्रण॥ | (०00) 2 (0ाफगा 3 

0 ]7/6ह7थ०० 0. शीश शा का 0 0700705 

[ पठाता 3. 0एक्राडश0079/ . मल्छयएाीए 

2 9५४ ९ए५ांदएत 2 खशण्पॉए्प्ण्व 2. (४94 0॥॥9५ 

3 फए्ाशील 3 शेट्साजाएप्य्ां उ. ॥(०७॥7५9 

4. रैपाएाणाबों 4. ॥)8॥08 4. [20ट्ञा/क्षाभ्रांग 8 

5 7१6590॥5$08 3. 4.0हांक्ाट्वां 5 (ए०णाट्का 

6ः 09#रद्वा 6 थाहर।णान। 6 77778-77॥8868 

7 $,शणाएतगांडडते 7 पशकशाशआईशों जय एचजु९०605 

8 (०7०४ ०00 8 वषाएक-हद्लाशएका07 8 माह्रस्तंक्रवकल 

9 ४898 7०८० 9. ए०॥0०४ 9 (०॥धाएइशा०9 _ 
यह देखा गया कि कुछ व्यक्तियों को 3-शब्दों के वाक्यांशों का प्रयोग करने को आदत है 
जिनका चयन वे स्तम्भ [, 2 तथा 3 में से प्रत्येक से इसी क्रम से एक एक शब्द लेकर 
करते हैं। उदांहरणाथे, '8,7०गा०णांड०8 फ#शा०ा07000 श०8/शययांग|ड़' । इसमें 
सन्देहू है कि शायद इन वाक्यांशों का प्रयोगे करने वाले वास्तव में इतका अर्थ जातते हैं 
या नहीं । यह अनुभव किया गया है कि इन वाक्यांशों का प्रयोग अन्य व्यक्तियों को 
प्रभावित करने के लिए किया जाता है। इस प्रकार के 3-शब्दों के कुल कितने 
वाक्यांश संभव हैं ? 
; (79 7) ह। € (#, “+-) 2 

| + य का" पक अायायाभाआ सभा उदास 7: अआतयकां बल शंइा मत आम 

8. यदि ल्क़माः 7 (+- 9] . हो, तो # तंथा # के 
मान निर्धारित कीजिए । 

82. अंकों ।, 2, 3, 6तथा 8 से 23000 से बड़ी 5 अंकों की कितनी संख्याएँ बनाई जा 

सकती हैँ ? 

83. यदि « ++ ८! (४; 2) हो, तो सिद्ध कीजिए कि 0(७, 2) +5 3200 +-,4) है। 











84. 


85. 


86. 


87. 


38. 


89. 


90. 


. 9]. 
92. 


93... 


४94, 


विविध प्रइनावली-ा ]73 


(क) कितने ऋमित युरम (४ , ऐ9) समीकरण &--#»5-१00 के हल हैं ? 
[करपना कीजिए कि & और » घनात्मक पूर्णाक हैं ।] ह 
+(ख) दिखाइए कि कुल 485] करमित त्रियुग्म (छतक्ष्ट्त (ध0८5) ऐसे हैं जो कि 
समीकरण ४--$-+-27500 के हल है, जहाँ &, » और 2 घनात्मक पूर्णाक हैं 
[संकेत : मान लीजिए #-+] है। घनात्मक पूर्णाकों » और 2 में समीकरण »+-2«-99 के 
कितने हूल हैं? फिर मान लौजिए &>-52 है। घनात्मक पूर्णाकों » और #» में 
समीकरण 9--27-98 के कितने हल हैं ? इत्यादि ।] 


राम के 5 मित्र हैं। वह कितनी विधियों से एक या एक से अधिक भिन्नों को पार्टी में 
आमन्त्रित कर सकता है ? 


6 लड़कों तथा 5 लड़कियों सें से 4 सदस्यों की एक. कमेटी का चुनाव किया जाना. है। 
कमेटी में कम से कम एक लड़के तथा कम से कम एक लड़की को सम्मिलित करना 


. आवश्यक है। कितनी विधियों से हम कमेटी का चुनाव कर सकते हैं ? 


द्विपद प्रभेय का प्रयोग करके निम्नलिखित में से प्रत्येक का प्रसार कीजिए ; 
(7) (2४-- 37) 
(४). (:-+-29*)% 
(एक). (7-»)* 
(7) (३ ०--$ 2)? 
(9) * के प्रसार में 40 वें पद को लिखिए तथा उसे सरल कीजिए । 


(७ न-+ मर ं के प्रसार में “/ से स्वतंत्र पद को लिखिए तथा उसे सरल कीजिए । 


(० > ध्छ् के प्रसार में ,:* वाले पद को लिखिए तथा उसे सरल कीजिए । 


(४ध--22)/(०--४)* के प्रसार में उस पद को लिखकर सरल कीजिए जिसमें ८? 87 
जाता हो । 


(--9)" के प्रसार में पाँचवें, छठे तथा सरतवें पद के गुणोंक सम्ांतर श्रेणी में हैं। # 
निर्धारित कीजिए 


यदि &, , (--297) के प्रसार में » को घातों के आरोही क्रम में #७४ का ग्रुणांक है, 


तो / निर्धारित कीजिए जबकि +ह- --4 है । 
यदि ८. , ॒ ( -++») ४ के प्रसार में ऋ का गुणांक हैं तो सिद्ध कीजिए कि 
८०-"-३3८0+5८++ «-«-_ै (शान: ) ०5८ (#-+) 27 





[74. 
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96. 


97. 


98. 
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गणित 


निम्नलिखित में से प्रत्येक प्रसार में, » अथवा 9 की थातों के ध्रोही क्रम में, प्रथम 
चार पदों को लिखिए तथा उम्हे सरल कीजिए 


. 0) (2०-+-४)"* 


(0) (॥-२४) + 


गा 
(॥7) (++5 ) ् 
यह भी लिखिए कि ये प्रसार कब मान्य हैं । 


( ] _.2ह ं के प्रसार में उस पद को लिखिए. तथा! सरल कौजिए जिसमें ४९ 
आता हो । ह 
निम्नलिखित में से प्रत्येक को 4 दशमसव स्थानों लक परिकलित करने के लिए दविपद 
प्रभेय का प्रयोग कौजिए ! ४ 
(0) (१,025) 
(४) (0.04 * 
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